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RESUMO

Os sistemas para exaustdo de gases de motores de combustdo interna sdo umas das
principais fontes sonoras em ambientes urbanos. A fim de reduzir o ruido gerado por
tais equipamentos, camaras de expansdo sdo geralmente utilizadas por serem

atenuadores reativos de ruido.

Para a avaliacdo do desempenho aclstico de camaras de expansdo, modelos
matematicos unidimensionais tém sido amplamente utilizados, mas estes ndo
consideram os efeitos que a propagacdo de modos acusticos superiores e 0 escoamento
de gases pelos dutos exercem sobre 0 comportamento acustico do sistema. Posto que 0s
atenuadores reais geralmente apresentam dimensdes transversais relativamente grandes,
configuracBes geométricas complexas e sdo submetidos a escoamentos ndo uniformes
em seu interior, sabe-se que tais efeitos provocam uma diferenca significativa entre os

resultados obtidos através de analises unidimensionais e os dados experimentais.

Neste trabalho, o método dos elementos finitos (MEF) foi utilizado para avaliar a perda
por transmissdo apresentada por diversas configuragdes de camaras de expansédo. Para o
calculo das variaveis referentes ao escoamento e a propagac¢do sonora, foi desenvolvido
um programa computacional baseado no MEF. As equacOes algébricas foram obtidas
utilizando o método de Galerkin considerando simetria axial e escoamento irrotacional.
Os valores da perda por transmissdo em uma camara de expansao simples com e sem
escoamento foram comparados. Entdo, os efeitos devido a utilizacdo de extremidades
estendidas e a insercdo de uma placa rigida no centro da camara foram avaliados. Além

disso, alguns resultados numéricos foram comparados com modelos unidimensionais.

Observou-se que o desempenho acustico pode ser drasticamente alterado pela existéncia
de extremidades estendidas e/ou de uma placa no centro da camara. A presenca de
escoamentos irrotacionais também afeta o desempenho acustico. Os resultados sugerem
que configuracdes geométricas complexas tendem a ser mais sensiveis ao escoamento,
enquanto que a perda por transmissdo em camaras geometricamente simples ndo é

modificada pelo escoamento, o qual pode ser desprezado.
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ABSTRACT

Exhaust systems of internal combustion engines are one of the main noise sources in the
urban environment. In order to reduce the sound levels generated by such equipment,

expansion chambers are usually employed once they are a type of reactive mufflers.

For the prediction of expansion chambers acoustic performance, one-dimensional
mathematical models have had wide acceptance, but they do not consider the effects of
higher order modes propagation and mean flow through the ducts. Once practical
mufflers generally have large cross-sectionals dimensions, complicated geometry and
are subjected to non-uniform mean flow, it is well known that such effects cause a
noticeable difference between the results from one-dimensional analysis and

experimental data.

In this work, the transmission loss for different circular expansion chambers
configurations was computed by using the finite element method (FEM). In order to
evaluate both the acoustic and mean flow variables, a FEM software was developed.
The finite element equations were obtained by the Galerkin’s method for the
axisymmetric condition and irrotational mean flows. Predicted values of transmission
loss of a simple expansion chamber without and with mean flow were compared. Then,
the effects due to the presence of extended inlet/outlet tubes were computed, as well as
the presence of a rigid baffle in the center of the chamber. In addiction, some of these

numerical results were compared with one-dimensional analytical solutions.

It is shown that acoustic attenuation performance can be drastically modified by adding
extended inlet/outlet ducts and/or a centered baffle in the chamber. The presence of an
irrotational mean flow can also affect the acoustic performance. It is suggested that a
complicated geometry tends to be more sensitive to the mean flow, while the
transmission loss for chambers with simple regular geometry is not affected by the

mean flow, which can be neglected.



1

INTRODUCAO

“Todos tém direito ao meio ambiente ecologicamente equilibrado, bem de uso comum
do povo e essencial a sadia qualidade de vida, impondo-se ao Poder Publico e a
coletividade o dever de defendé-lo e preserva-lo para as presentes e futuras geracdes”
(Constituicdo da Republica Federativa do Brasil, art. 225, 1988). Raros serdo aqueles a
contestar a legitimidade desta afirmativa; no entanto, outros, em maior nimero, hao de
atribuir a poluicdo sonora um status inferior, ou até mesmo insignificante,
comparativamente as demais agressdes praticadas contra 0 meio ambiente. Face a
crescente urbanizagdo — acompanhada pelo incremento dos niveis sonoros - e aos
avangos no conhecimento cientifico a respeito dos efeitos negativos do ruido sobre o ser
humano e a sociedade, tal opinido depreciativa tende a desaparecer. Essa conclusdo
emerge quando se observa a crescente preocupagdo por parte dos Estados no que se
refere ao controle das emissdes sonoras, a qual pode ser seguramente atribuida a uma

genuina demanda social.

Uma vez admitida a importancia de se controlar a poluigdo sonora, o0 ruido proveniente
do trafego de veiculos automotivos surge como uma questdo particularmente

desafiadora. Segundo OUIS (2001), dentre os fatores poluentes relacionados a utilizagéo



de tais meios de transporte, talvez o ruido seja o mais citado pela populacédo; além disso,
0 numero de veiculos em circulacdo vem aumentando, enquanto que, simultaneamente,
os periodos de siléncio durante a noite tendem a diminuir. Nota-se que a preocupagao
referente ao ruido de trafego ndo é recente: em 1968, a partir de estudos desenvolvidos
na Gra-Bretanha, GRIFFITHS e LANGDON propuseram um indicador sonoro
especifico para avaliar o incomodo causado pelo ruido de trafego; em seu trabalho,
estes autores mencionam que o trafego de veiculos é justamente a fonte sonora mais

frequentemente associada ao incomodo em lares britanicos.

Basicamente, o ruido de trafego pode ser reduzido isolando acusticamente o receptor da
fonte sonora ou promovendo uma diminui¢cdo nos niveis sonoros emitidos pelos
veiculos; esta ultima opcdo mostra-se mais atrativa tanto no aspecto econémico quanto
estético. No Brasil, algumas resolucdes do Conselho Nacional do Meio Ambiente
(CONAMA) foram estabelecidas com o objetivo de restringir as emissdes sonoras de
veiculos automotores®. Entretanto, a questdo ainda estd longe de ser solucionada,
demandando o dispéndio de muitos esforcos por parte do Estado, populagédo e industrias

automobilisticas.

O ruido gerado por um motor de combustdo interna (M.C.1.) advém principalmente de
vibragbes estruturais e do sistema de exaustdo de gases. Os niveis sonoros
desenvolvidos nestes dltimos, segundo MUNJAL (1998), sdo o0s principais
colaboradores da polui¢do sonora em ambientes urbanos. MUNJAL (1987) afirma que a
parcela referente as vibragdes estruturais ocupa o segundo lugar em importancia no
ruido gerado por um motor diesel. Além do sistema de exaustdo e das vibracdes
estruturais, o préprio contato dos pneus com a pista de rolamento e o fluxo turbulento
de ar provocado pela movimentacdo do veiculo sdo fontes sonoras potencialmente
importantes; porém, estas podem ser desprezadas quando apenas o transito no interior
das cidades é considerado, pois 0os automoveis trafegam em baixas velocidades (QUIS,
2001).

! Trata-se do T.N.I. (Traffic Noise Index).
2 Tratam-se das resolucdes n® 6, 7 e 8 de 31/08/1993; n° 17 de 13/12/1995; n° 252 de 01/02/1999 e n° 272
de 14/09/2000.



Desta forma, os pesquisadores tém direcionado seus esfor¢cos aos sistemas de exaustdo
de motores, visando obter atenuadores de ruido que, instalados na tubulacdo para
escapamento de gases do veiculo, apresentem um desempenho satisfatorio; o presente
trabalho seguird este mesmo caminho. Embora ndo esteja no escopo deste estudo, é
importante observar que o projeto de um sistema de controle de ruido deve abranger,
além dos aspectos estritamente relacionados a atenuacdo sonora, consideracGes a
respeito do espaco disponivel para a instalacdo do atenuador, bem como as restri¢cdes
concernentes a perda de pressdo proporcionada pelo mesmo, a qual reduz a poténcia do
motor; a relevancia destes fatores surge na medida em que sistemas que apresentam

perda de pressdo e dimensbes maiores tendem a ser acusticamente mais eficazes.

A FIG.1.1 apresenta algumas configuracdes tipicas de dispositivos utilizados para
promover a atenuacdo sonora em tubulacfes tais quais as existentes em sistemas de

exaustdo de M.C.1. e em compressores.

g e i -k i

=
FIGURA 1.1 - Sistemas tipicos de atenuadores de ruido (EVANS, 2002): a) atenuador

dissipativo; b) atenuador reativo com duas camaras; c) atenuador reativo com trés

camaras.

Os atenuadores de ruido sdo usualmente classificados em duas categorias: dissipativos e

reativos. Os dissipativos reduzem os niveis sonoros transformando a energia sonora em



térmica, o que € possivel através da insercdo de materiais fono-absorventes no interior
do atenuador; o item a) da FIG.1.1 ilustra este tipo de sistema. Os atenuadores reativos,
por outro lado, ndo apresentam materiais acusticos em seu interior e ndo causam
dissipacdo de energia sonora; a grosso modo, estes sistemas promovem a redugdo do
ruido atraves da reflexdo sonora proporcionada pelas particularidades geométricas

destes atenuadores; o0s itens b) e ¢) da FIG.1.1 ilustram tais sistemas.

Os atenuadores dissipativos séo eficientes apenas em altas freqiiéncias, produzindo uma
atenuacdo muita pequena em baixas freqiiéncias; por este motivo, os atenuadores
reativos, vulgarmente conhecidos como “silenciosos”, sdo mais largamente empregados
em sistemas de exaustdo, embora existam sistemas hibridos, compostos por dispositivos
dissipativos e reativos. O objetivo da utilizacdo de sistemas hibridos é reduzir o ruido
gerado pela turbuléncia provocada pelo proprio atenuador reativo, o qual €
preponderante em altas freqliéncias. Entretanto, tal efeito ndo sera abordado no presente

trabalho; assim sendo, este tera como objeto de estudo apenas 0s sistemas reativos.

Os atenuadores reativos representados na FIG.1.1 apresentam configuracoes
geométricas relativamente complexas, possuindo tubos perfurados e multiplas camaras.
No entanto, o fenémeno fisico relacionado & atenuacdo sonora proporcionada por tais
sistemas pode ser compreendido analisando-se configuragdes mais simples, como
aquela mostrada na FIG.1.2, a qual ilustra o dispositivo denominado “camara de

expansdo simples”; as setas existentes na figura indicam o sentido do fluxo de energia

FIGURA 1.2 — Camara de expanséo simples.

sonora.

Y



Até meados da década de 1970, a analise tedrica de sistemas reativos de controle de
ruido em dutos era realizada utilizando-se técnicas analiticas aplicadas a modelos
matematicos unidimensionais, 0s quais sdo restritos a determinadas configuracdes
geométricas de atenuadores, além de apresentarem uma eficacia progressivamente
menor na medida em que a frequéncia de excitacdo torna-se maior e o0s efeitos
tridimensionais passam a influenciar significativamente o comportamento acustico.
Desta forma, conforme atestam ALFREDSON e DAVIES (1971) e YOUNG e
CROCKER (1975), até a referida data, o projeto de atenuadores reativos fundamentava-

se principalmente em conhecimentos empiricos.

Em 1975, objetivando estudar o desempenho acustico de atenuadores reativos, YOUNG
e CROCKER apresentaram uma técnica numeérica utilizando o Método dos Elementos
Finitos (MEF) aplicada a um modelo matematico tridimensional ja consolidado®; esta
abordagem, além de considerar os efeitos tridimensionais, ndo apresenta restri¢des
quanto a geometria do sistema. Estes autores validaram esta técnica aplicando-a a uma
camara de expansdo simples, pois a simetria axial desta possibilita considera-la como
um sistema bidimensional, o que reduz significativamente o numero de equacdes
algébricas do sistema numérico a ser solucionado. Entretanto, o0 modelo matematico
empregado por YOUNG e CROCKER ndo é capaz de avaliar os efeitos que o

escoamento de gases pelo sistema exercem sobre 0 comportamento acustico do mesmo.

Segundo ALFREDSON e DAVIES (1971), o desempenho acUstico de um sistema
reativo € superestimado caso os efeitos do escoamento sejam desconsiderados. Desta
forma, em 1982, PEAT apresentou uma técnica baseada no MEF analoga a utilizada por
YOUNG e CROCKER (1975), porém aplicada a um modelo matematico tridimensional
que inclui a influéncia de escoamentos irrotacionais sobre o desempenho do atenuador.
Assim como no trabalho de YOUNG e CROCKER, PEAT validou a técnica
desenvolvida aplicando-a a sistemas axialmente simétricos, notadamente camaras de

expanséo simples.

aZpA
. atz *

¥ Trata-se da equagdo de onda classica, expressa por y 2 pt =

S|



JI et al. (1995) atestam que, embora tenham sido desenvolvidas técnicas numéricas
baseadas no MEF que permitam a andlise tridimensional de atenuadores reativos, sua
utilizacdo resulta em um sistema de equacdes algébricas enorme e torna trabalhosa a
preparacdo dos dados, principalmente em altas freqiiéncias, o que constitui um
empecilho ao uso destas técnicas. Logo, os trabalhos subseqlientes ao de YOUNG e
CROCKER (1975) que utilizaram o MEF restringiram-se em estudar configuragoes
axialmente simétricas (bidimensionais) que ndo haviam ainda sido consideradas. Além
disso, a maioria destes trabalhos ndo avaliou os efeitos do escoamento de gases sobre o
comportamento acustico, mesmo apos a publicacdo do ja mencionado trabalho de PEAT
(1982).

A partir do final da década de 1980, procurando superar as dificuldades relativas a
aplicabilidade do MEF em andlises tridimensionais, técnicas numéricas baseadas no
método dos elementos de contorno (MEC) comecaram a ser desenvolvidas. Entretanto,
este método ainda ndo é adequado para simular determinadas configuracoes
geométricas, tais quais camaras de expansdo cuja relagdo comprimento/diametro é
elevada. Dentre os trabalhos que empregaram esta técnica, merece ser citado o de JI et
al. (1995), no qual é apresentado um procedimento numérico utilizando o MEC
aplicado ao mesmo modelo matematico empregado por PEAT (1982), o qual considera
os efeitos de escoamentos irrotacionais; a validagdo desta técnica também foi realizada a
partir da simulacdo de sistemas com simetria axial. Na realidade, poucos sdo 0s
trabalhos que contemplam tanto analises tridimensionais quanto os efeitos do
escoamento; os que o fazem, utilizam o MEC ou técnicas analiticas muito especificas e

supdem que a velocidade do escoamento é constante e uniforme.

Paralelamente ao desenvolvimento de procedimentos numéricos, também houve
progressos no campo das técnicas analiticas, podendo-se citar os trabalhos de EL-
SHARKAWY e NAYFEH (1978), IH e LEE (1985), ABOM (1990), SELAMET et al.
(1998) e SELAMET et al. (2003). Estes estudos conduziram ao estabelecimento de
procedimentos analiticos para avaliacBes bidimensionais e tridimensionais de

configuracBes geométricas especificas, tornando possivel analisar alguns sistemas cujas



particularidades dificultam a aplicacéo de técnicas numericas; posto gque estas, conforme
foi visto, geralmente restringem-se a atenuadores axialmente simétricos. No entanto,
além destas técnicas analiticas contemplarem um nudmero bastante reduzido de
configuragdes geometricas, elas apresentam uma elevada complexidade matemaética e
ainda nao sdo capazes de capturar os efeitos de escoamentos ndo uniformes sobre o

desempenho acustico do sistema.

Face ao exposto nos paragrafos anteriores, observa-se que as analises tedricas referentes
aos efeitos de escoamentos ndo uniformes sobre o desempenho acustico de atenuadores
reativos ainda ndo estdo consolidadas. Assim sendo, o presente trabalho tem como
objetivo avaliar tais efeitos sobre determinadas configuracdes geométricas de camaras
de expansdo com simetria axial, bem como comparar 0 desempenho de cada um dos
sistemas estudados entre si. Para tal, foi desenvolvido um modelo matematico
tridimensional para analises no dominio da freqiiéncia, o qual contempla os efeitos de
escoamentos irrotacionais de gases; tal modelo apresenta uma abrangéncia ligeiramente
superior ao utilizado por PEAT (1982). Como ndo se dispde de técnicas analiticas de
solugé@o, um procedimento numérico para analises bidimensionais baseado no MEF foi

utilizado, a partir do qual um programa computacional foi criado.

As avaliagOes realizadas neste trabalho se referem apenas ao comportamento acustico
dos atenuadores de ruido, sendo desconsiderada a interacdo destes com o0s demais
componentes dos sistemas de exaustdo de M.C.I. Assim, os niveis sonoros gerados por

tais equipamentos ndo séo apresentados no presente estudo.
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FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1 Propagacédo de Ondas Sonoras

O som é um fendmeno ondulatdrio. Estes se caracterizam por transportarem energia ao

longo da direcdo de propagacao da onda, ndo ocorrendo o transporte de massa.

Quando se tem a sensacdo de um som considerado desagradavel e/ou indesejavel, ele
sera denominado ruido. O incomodo causado pelo ruido dependerd de suas
caracteristicas tais como freqiiéncia, amplitude, duracdo e, também, de como a pessoa

reage a ele.

Todo fendbmeno ondulatorio apresenta um ou mais parametros fisicos que variam
periodicamente no tempo. No caso de uma onda sonora, os deslocamentos das
particulas fluidas constituem tal variacdo, os quais levam a oscilagGes de pressdo. Como
essas oscilagcdes ocorrem na mesma dire¢do de propagacdo da onda, diz-se que o som é

uma onda longitudinal.

A principal grandeza fisica envolvida na propagacdo sonora é a pressdo sonora (p*), a
qual é definida como sendo a diferenca entre a pressdo total (p) e a pressdo de equilibrio



do meio fluido (pF). Esta Gltima corresponde & pressdo existente na auséncia de

perturbacdo acustica.

A fim de avaliar a propagagdo sonora, o0 estabelecimento das seguintes equacdes é

necessario:

e Equacdo da continuidade de massa;
e Equacédo de movimento;

e Equacio de estado”.

Para o desenvolvimento destas equacdes, as seguintes hipoteses basicas serdo adotadas:

e Meio fluido continuo, homogéneo e perfeitamente elastico;

e Forcas de campo despreziveis;

e Inexisténcia de efeitos dissipativos devidos a viscosidade do fluido e a transferéncia
de calor, implicando que o processo pode ser considerado como sendo isoentrépico®,
ou seja, a entropia das particulas fluidas permanece constante (RIENSTRA e
HIRSCHBERG, 2003).

Referindo-se a propagacdo sonora em tubos, RIENSTRA e HIRSCHBERG (2003)
afirmam que desprezar os efeitos provenientes da viscosidade do fluido implica em
impor ao modelo matematico um limite de aplicabilidade no que se refere a faixa de

freqliéncia em que este é valido. Tal restricdo é expressa por

2v
7.D

f>> (2.1)

2

onde f € a freqléncia de excitacdo, v é a viscosidade cinematica do fluido e D é o

didmetro do tubo.

* A utilizacdo de uma equacdo de estado restringe a aplicabilidade do modelo matemético a processos
quase-estaticos. Note que tais processos ndo sao necessariamente reversiveis (HALLIDAY et al., 1996).

> Para que um processo termodindmico seja isoentropico, é necessario que este seja adiabético e
reversivel.
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A Eq.(2.1) mostra que, para um determinado fluido, quanto maior o didmetro do tubo,

maior também a aplicabilidade do modelo.

Em fluidos cuja condutividade térmica é baixa tais como o ar®, a excitagdo actstica ndo
provoca uma transferéncia relevante de energia térmica, podendo a mesma ser

desprezada (KINSLER et al., 1982). Neste caso, 0 processo € dito adiabatico.

2.1.1 Equagéo da Continuidade de Massa

Considere o volume de controle infinitesimal sujeito a um fluxo de massa conforme
mostrado na FIG.2.1.

optuf +ud)]

puf +uf)y—> dy| | ——p@uf +ud)+ —

X X

dz

dx
FIGURA 2.1 - Volume de controle dV = dx.dy.dz.

Na FIG.2.1, p é a densidade do meio, u’ é a parcela da velocidade das particulas

fluidas devido ao escoamento na direcdo x e u. é a parcela da velocidade das particulas

fluidas devido a excitacdo acustica.

O leitor talvez estranhe o fato da velocidade, uy, ter sido desmembrada em duas
parcelas: u," e uy". Entretanto, no decorrer deste capitulo a intencéo do autor em fazé-lo
se tornara clara. Adianta-se que este procedimento foi adotado visando obter equacdes
aplicaveis a problemas de propagacdo sonora em dutos considerando a existéncia de

escoamento de fluidos nos mesmos.

® A uma temperatura de 27°C, a condutividade térmica do ar é 0,0263 W/m.K. A 77°C, este valor é
0,0300 W/m.K (INCROPERA et al., 1998).
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Fazendo-se o balangco de massa através do volume de controle mostrado na FIG.2.1,

obtem-se
F o, A
{ pUf +ul)—p(uf +uf)- w.dx}dy.dz = %O.dx.dy.dz (2.2a)
X

onde t é a variavel independente tempo.

Simplificando a Eq.(2.2a), chega-se a

F A
9p  Aplu +udl_, (2.2b)
ot OX

De forma analoga, pode-se obter equacgdes de continuidade de massa nas direcfes y e z.
Agrupando as trés equacdes correspondentes as direcdes x, y e z; chega-se a equacao

geral da continuidade em trés dimensdes, a qual esta representada a seguir:

2—'?+§-[p(UF +GA)]=O (2.3a)

ou, expandindo a Eg.(2.3a),

%ﬁt’w(@.m)ﬂﬁp).w+p(VUF)+(ﬁp)-aF=o (2.3b)

onde G"é o vetor velocidade média correspondente ao escoamento e G* é o vetor

velocidade correspondente a excitacdo acustica.

Assumindo que as variagbes na densidade do meio sejam muito pequenas, pode-se
desprezar o terceiro termo da Eq.(2.3b) e concluir que p = p,, sendo p, a densidade do
meio na auséncia de perturbacdo acustica. Para que esta hipOtese seja valida, é

necessario que duas condi¢des sejam cumpridas: as ondas sonoras devem ser de baixa

amplitude, bem como a velocidade do escoamento ser suficientemente pequena de
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maneira a situa-lo dentro da faixa de incompressibilidade. Segundo FOX e
McDONALD (1998), para que esta Gltima condico seja atendida, o nimero de Mach’
deve ser inferior ao valor aproximado de 0,3. Atendidas estas exigéncias, a Eq.(2.3)
simplifica-se para

aa_f—l—po(%'ﬁA)'i'po(ﬁ'aF)‘i_(%p)'UF:0 (24)

A Eq.(2.4) é a equacdo de continuidade de massa para pequenas variacGes de densidade.

F

Supondo ainda que 0 escoamento seja permanente, ou seja, que o vetor U~ independe

da variavel tempo, pode-se dividir a Eq.(2.4) em duas equacdes utilizando uma

separacao de variaveis. Desta forma, obtém-se

po(V-GF)=0 (2.5)

‘Z—f+po(€-aA)+(€p).uF =0 (2.6)

As EQgs.(2.5) e (2.6) concernem, respectivamente, ao escoamento do fluido e a
propagagéo sonora, expressando a condigdo de continuidade de massa.

2.1.2 Equacado de Movimento

Na auséncia de forcas de campo e desprezando a viscosidade do meio fluido, a

aplicacdo das condicBes de equilibrio dindmico leva a conclusdo de que a forca
df experimentada por um elemento fluido de volume dV = dx.dy.dz é (KINSLER et al.,

1982)

" O ntimero de Mach é definido como sendo a razdo entre a velocidade do fluido e a velocidade de
propagacdo sonora no meio.
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df =—(Vp).dv (2.7)

onde p = p* + pF é a presséo total, p” é a pressdo sonora e p" é a pressdo do meio fluido

na auséncia de perturbacéo acustica.

Aplicando a 2° lei de Newton, obtém-se
df =a.p.dV (2.8)
onde a € a aceleracdo da particula fluida.

Como ¢ usual em problemas de mecénica dos fluidos devido as facilidades no
tratamento matematico, serdo utilizadas coordenadas espaciais (Eulerianas) ao inves de
coordenadas materiais. Assim, a aceleracdo de uma particula fluida é dada por (FOX e
McDONALD, 1998)

__ D@@" +a*)
a_—Dt (2.9)

onde % = % +[@F +a*)-v]( ) €é o operador derivada material.

Combinando as Egs.(2.7), (2.8) e (2.9), chega-se a

UF

ﬁ(pA+pF)+{a(T+UA)+[(aF+UA)-6](UF+UA)}.,O=0 (2.10)

A EQ.(2.10) é a equacdo de movimento para fluidos ndo viscosos em que ndo atuam

forcas de campo.



14

~F

Adotando a hipétese de escoamento permanente, tem-se que =0. Assumindo

também pequenas variagdes na densidade do meio, a Eq.(2.10) simplifica-se para

— ot
V(p*+p")+
(p |0){at

+[@ +0%)- V)@ +aA)}po =0 (2.11a)

Expandindo a Eq.(2.11a)?,

- ot 1.
Vip* +p") + pd—+=V@H -0 + 20" -GF +af -0 -
(p"+p") p{at >V ) (2.11b)

F(@F + M) X[V (@ +0M)] =0

Note que a EQ.(2.11) é bastante complexa. A fim de simplifica-la, sera adotada a
hipétese de que o campo de velocidade G" +G* é irrotacional; isto implica em afirmar
que Vx (G +d*)=0. Com o mesmo intuito, o termo G”-G” sera desprezado, pois este

é de segunda ordem, sendo pequeno comparado aos demais. Desta forma, a Eq.(2.11)

simplifica-se para

A

a;t +V(@aA -UF)+%€(UF GF) (=0 (2.12)

V(p*+pF)+p,

A Eq.(2.12) é a equacdo de movimento para fluidos ndo-viscosos na auséncia de forcas
de campo. Esta expressdo ainda carrega consigo as seguintes hipdteses: pequenas
variacbes na densidade do meio, escoamento permanente e campo de velocidade

irrotacional.

8 Sendo A um vetor, a seguinte relagéo é véalida (SHAMES, 1962):
B
(A'V)A=EV(A'A)—A><(V><A).
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Como admite-se a hipdtese de escoamento permanente, tanto o vetor G© quanto o

escalar p" independem da variavel tempo. Assim, pode-se dividir a Eq.(2.12) em duas

equac0es utilizando uma separacdo de variaveis. Desta forma, obtém-se
vpF +p0%6(aF iF)=0 (2.13)

A

= ou
vp* +p{ "

+V(@* -UF)}:O (2.14)

As Egs.(2.13) e (2.14) concernem, respectivamente, ao escoamento do fluido e a

propagacdo sonora, expressando a condicdo de equilibrio dindmico.

Note que, integrando-se a Eq.(2.13), obtém-se:
Pt + o, %.‘UF‘Z = cons tan te

Esta é a conhecida equacao de Bernoulli.

2.1.3 Equacéo de Estado

Uma das hipoteses basicas apresentadas no inicio deste capitulo consiste em assumir o
processo termodinamico em estudo como sendo isoentrdpico; portanto, este é
necessariamente adiabatico e reversivel. A hipétese de reversibilidade do processo
permite a utilizacdo de uma equacdo de estado, pois este pode ser considerado como
sendo uma sucessdo de estados de equilibrio termodindmico. O fato de o processo
também ser considerado adiabatico implica, como sera demonstrado a seguir, que a
pressdo sonora é uma funcéo apenas da densidade e da velocidade de propagagdo sonora

no meio.



16

Este trabalho abrange meios fluidos cujas caracteristicas permitam que 0S mesmos
sejam tratados como sendo gases perfeitos’, portanto, a equacdo de estado a ser

desenvolvida nesta secdo contém esta restri¢éo.

A Eq.(2.15) expressa a 1° lei da termodinamica:
AE =Q - p.AV (2.15)

onde AE é a variacdo da energia interna do sistema, Q é a energia térmica adicionada

ao sistema, p.AV € o trabalho mecénico realizado pelo sistema, AV é a variagdo do

volume e p € a presséo.

A capacidade térmica (C) € definida como
c-Q (2.16)

onde AT ¢é a variacdo da temperatura do sistema ocorrida devido a transferéncia de uma

energia térmica Q.

Dependendo do tipo do processo termodindmico, tém-se valores distintos para a
capacidade térmica. Para um processo a volume constante, tem-se a capacidade térmica
a volume constante (Cy); e para um processo a pressdo constante, tem-se a capacidade
térmica a pressdo constante (Cp). Tanto o Cy quanto o Cp sdo dependentes da

temperatura.

Para um processo a volume constante, inexiste trabalho mecanico, pois AV = 0. Logo,

combinando as Egs.(2.15) e (2.16), chega-se a

AE =C, AT (2.17a)

% Segundo VAN WYLEN et al. (1998), gases cuja densidade é baixa podem ser considerados gases
perfeitos. A referida obra apresenta maiores detalhes a este respeito.
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Tomando-se o limite na equagéo anterior,

oE

C, = (a_ij (2.17b)

onde o indice V denota processo a volume constante.
Para um processo a pressdo constante, combinando as Eqgs.(2.15) e (2.16), obtém-se

AE =C,.AT - p.AV (2.18a)

ou, tomando-se o limite,

OE oV
c -[%E (S 2.18b
P (aijw[aij (2.180)

onde o indice p denota processo a pressao constante.

Observando a Eq.(2.18) pode-se concluir que, para um processo a pressdo constante, a
variacdo da energia interna é funcdo do volume e da temperatura. Logo, pode-se

AE = (@Ej AT+ (an AV
aT ), oV ),

%j :%) +%} (%J (2.19)

Combinado as Egs.(2.17b), (2.18b) e (2.19), obtém-se

oV oE oV
C,-C, =p|— — | | = 2.20
P p(@TJf(@VMaTJp (2.20)

escrever

ou, tomando-se o limite,
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Para gases perfeitos, a energia interna é funcdo apenas da temperatura (VAN WYLEN

et al., 1998), portanto
)
EY™

Desta forma, para um gas perfeito, a Eq.(2.20) simplifica-se para
C,-C, = p.(—j (2.21)
p

A relacdo entre pressao, volume e temperatura para um gas perfeito é dada pela lei dos

gases, a qual esta expressa a seguir:

pV =m.RT (2.22)

onde R é uma constante dependente da massa molar do gas e m é a massa do sistema.

Para um processo isobarico (pressdo constante), a seguinte relacdo pode ser obtida a
partir da Eq.(2.22):

%} _ m.% (2.23)

Combinando as Egs.(2.21) e (2.23), obtém-se
C,-C, =mR (2.24)

Devido a hipotese de processo adiabatico, tem-se que Q =0. Assim, a EQ.(2.15)

simplifica-se para
AE =—p.AV (2.25)

Utilizando as Egs.(2.17a), (2.22), (2.24) e (2.25), obtém-se
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i:(ﬁjy (2.26)

cC, . . S .
onde y =C—p e i corresponde a um determinado estado termodinamico do gas.
Vv

A Eq.(2.26) é a equacdo de estado para um gas perfeito em um processo adiabatico.
Derivando a presséo p em relagéo a p, fazendo i = 0 e assumindo pequenas variagdes de

densidade, chega-se a seguinte equacao:

A
(ap j _y P (2.27a)
op ), Po
ou
A
(ap J ¢’ (2.27b)
op ),

onde p*=p-p, € a pressdo sonora, p,=p"

é a pressao de equilibrio, p, é a
densidade de equilibrio, s é a entropia especifica e ¢y é a velocidade de propagacéo
sonora. Nas Eqs.(2.27), optou-se por utilizar derivadas parciais juntamente com o indice

s para enfatizar que tal relacdo é valida apenas para processos isoentropicos.

Note gque, para um processo isoentrdpico, a velocidade de propagacdo sonora em um gas
perfeito que apresenta calores especificos constantes é dada por (VAN WYLEN et al.,
1998)

C, = }/% - J7RT, (2.28)

0

Integrando a Eq.(2.27b), obtém-se
ph=c,”p+A

onde A é uma constante.
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Se p* =0, tem-se p = p,. LOgo, A = -Co2.po. Assim, a equagdo anterior reduz-se a

p* =co’.(p - po) (2.29)

A EQ.(2.29) € a equacdo de estado, sendo valida para gases perfeitos, processos

isoentrdpicos e pequenas variacOes de densidade.

2.1.4 Irrotacionalidade e Fungdes Potenciais

Para a obtencédo das equacdes de movimentos, Eqgs.(2.13) e (2.14), sup6s-se irrotacional
o campo de velocidade G" +G”*. Assim, este pode ser considerado como sendo o

gradiente de uma funcéo escalar ¢, a qual é denominada funcao potencial; ou seja:

if +0*=-Vg (2.30)

O sinal negativo utilizado na Eq.(2.30) foi arbitrado a fim de indicar que o fluxo de

massa ocorre no sentido do potencial decrescente.

Nas secOes anteriores deste trabalho, adotou-se a hipotese de escoamento permanente;

F

logo, contrariamente a G”, GF independe da varidvel tempo. Desta forma, pode-se

desmembrar a funcdo ¢ em duas parcelas: uma independente do tempo, correspondendo
ao escoamento; e outra dependente do tempo, referente a propagacao sonora. Logo,
i =-vg© (2.31)
i*=-vegh (2.32)

Substituindo a Eq.(2.31) na Eq.(2.5), obtém-se

V247 =0 (2.33)



21

o*(), 2*()_ 2*()

onde V?( )= PRy R
2 2 2

e VZ( ):8_(2)+£@+i2.6_(2)+8_(2) é 0 operador Laplaciano em coordenadas
or r or r° 06 oz

cilindricas.

é o operador Laplaciano em coordenadas retangulares

A EQ.(2.33) rege 0 comportamento de escoamentos irrotacionais e incompressiveis.
Note que a hip6tese de escoamento permanente implicou no desacoplamento entre 0s

fendmenos acusticos e 0 escoamento.

Conforme sera tratado mais adiante, para a solucdo da equacao que rege a propagacao

sonora, é necessario que a Eq.(2.33) ja tenha sido resolvida.

2.1.5 Equagéo de Onda

A equacdo de onda é aquela que rege a propagacao sonora. Combinando-se a equacao
da continuidade com as de movimento e de estado - Egs.(2.6), (2.14) e (2.29),

respectivamente - obtém-se

1 9%p" 1 awt-vph)

2 ot ¢z ot

Viph - poVA(EF it =0 (2.34)

A EQ.(2.34) rege a propagacao sonora. Conforme pode ser observado, seu Gltimo termo

contém o vetor correspondente a flutuacdo de velocidade G”. Portanto, tem-se uma
equacao e duas variaveis acUsticas: G* e p”. Note que " deve ser conhecido a priori,
sendo o mesmo obtido solucionando a Eg.(2.33); uma vez que esta equacdo estad
expressa em termo de ¢, é conveniente utilizar esta grandeza também na equacio de

onda.

Para solucionar a Eq.(2.34), é necessario expressa-la em termos de apenas uma variavel

acUstica. Isto é feito utilizando o potencial actstico de velocidade, ¢°, em vez da
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pressdo sonora ou da velocidade acustica. Logo, faz-se necessario relacionar i* e p*
com ¢ a relagdo entre G* e ¢ é dada pela Eq.(2.32), a relacdo entre p” e 4" sera

desenvolvida a seguir.

Substituindo as Egs.(2.31) e (2.32) na Eq.(2.14), obtém-se

A
Vp* + p, .6(— agt

+Vgh - VgF J =0
Integrando a equacgéo acima, chega-se a

opr - A =
p“w{——g +V¢A-V¢FJ=A

onde A é uma constante.

Na auséncia de excitacdo acuUstica, tem-se p* = ¢* = 0 = A = 0. Portanto, a relacéo

entre a pressao sonora e o potencial acustico de velocidade é dada por

A
p“=p{a§t —W-WJ (2.35)
Substituindo as Eqgs.(2.31), (2.32) e (2.35) na Eq.(2.34) e realizando uma integragdo em
relacdo a variavel tempo, obtém-se a equacao que rege a propagacao sonora em termos
das funcdes potenciais, a qual esta mostrada a seguir:

1 0% 2 AVeTVeY 1

¢ at® ¢ ot ce

V2gh — Vot V(g7 Vet )=0 (2.36)

Neste trabalho, serdo realizadas anélises apenas no dominio da freqtiéncia. Desta forma,

#"* serd uma funcéo harménica, assumindo a seguinte forma:
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p" =0 (2.37)

onde ‘CDA‘ é a amplitude do potencial actstico', sendo independente da variavel tempo;

j=+-1 e wé afrequéncia angular da excitagcdo acustica.

Substituindo a Eq.(2.37) na (2.36), chega-se a

V20 + k20 +2;:—Jo'k.(€¢F -6®A)—C%6¢F (Ve vor)=0 (2.38)
0

[ ,
onde k =— € o nimero de onda.
Co

A EQ.(2.38) e a equacdo de onda aplicavel a andlises no dominio da frequéncia e
expressa em termos das funcdes potenciais. A solucao desta equacgéo fornece os valores
de ®* em cada ponto do dominio. Entretanto, antes de solucionar a Eq.(2.38), é
necessario resolver a Eq.(2.33), a qual fornecera ¢" a fim de ser utilizado na equagéo de

onda.

Em trabalhos publicados sobre propagacédo sonora em dutos na presenca de escoamento
irrotacional, o Gltimo termo da Eq.(2.38) é geralmente desprezado; ver, por exemplo,
PEAT (1982) e JI et al. (1995). Este ultimo autor afirma que se o nimero de Mach for
inferior a 0,15, desprezar tal termo implica em um erro inferior a 2,25%. Entretanto,
conforme foi dito na secdo 2.1.1 deste trabalho, o modelo matematico aqui
desenvolvido é valido para valores do nimero de Mach inferiores a 0,3; portanto,
ignorar o referido termo reduziria a aplicabilidade do modelo. Assim sendo, o autor do
presente trabalho optou por manter tal termo; o que, conforme sera visto no proximo

capitulo, resulta em uma formulacdo numérica significativamente mais complexa.

1% Note que @ A & um nGimero complexo. Logo, a amplitude do potencial acUstico é dada pelo seu
madulo.
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Apbs a obtencdo de @”, é necessario determinar as varidveis aclsticas que s&o
realmente de interesse, ou seja, a pressdo sonora e a velocidade acUstica. Esta Gltima
pode ser obtida através da seguinte equacdo, a qual € uma combinacdo das Eqgs.(2.32) e
(2.37):

0h =—(VO")el (2.39)

A pressdo sonora, por sua vez, pode ser obtida combinando as Eqgs.(2.35) e (2.37):
pt =p0(j.a).CDA -V -§¢F)ej“’t (2.40)

Agora, é considerado um caso particular da Eq.(2.34): a velocidade do escoamento é
nula (iF =0). Quando esta condicéo é satisfeita, diz-se que 0 meio é estacionario' e a

referida equacao reduz-se a

A
Vsz_i_azp
N &

-0 (2.41)

Note que, para meios estacionarios, a equacdo de onda pode ser desenvolvida sem a
utilizacdo do potencial de velocidade. A Eq.(2.41) carrega consigo as seguintes
simplificagoes:

e Termos de segunda ordem desprezados;
e Pequenas varia¢des de densidade;

e Fluido ndo viscoso;

e Inexisténcia de forcas de campo;

e Meio estacionario;

o Gas perfeito;

e Processo isoentrépico.

11 Observe que, neste trabalho, o sentido atribuido ao termo “estacionario” é bem diferente daquele
geralmente utilizado em textos basicos de acustica, os quais empregam este termo para designar um
padréo oscilatorio resultante da superposicéo de ondas; ver, por exemplo, HALLIDAY et al. (1996).
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No tdpico seguinte, serdo feitas algumas consideracdes a respeito da Eq.(2.41) aplicada

a dutos retos de secdo transversal circular.

2.1.6 Dutos de Secéo Circular

Para uma excitagdo acustica harmdnica em um tubo reto na auséncia de escoamento, a

solucdo da Eq.(2.41) é dada por (ver Anexo A)

ph=3 Y ph, (2.42)

m=0 n=0

onde

A _ _jkz,mnz jkz,mnZ —-jmé jmé jot
Py = ‘Jm(kr,mn'r)'(cl,mn e +C, € )(Csmn e ™ te )e “(2.43)
Jm € a funcdo de Bessel de primeira espécie de ordem m; Cimn, Comn € Camn Sa0
constantes dependentes de m e de n, as quais sdo determinadas pelas condicGes de
contorno do problema. krmn € k;mn S80 constantes relativas a propagacdo sonora nas
direcbes radial e longitudinal, respectivamente, tais constantes estdo relacionadas

conforme mostra a Eq.(2.44); para maiores detalhes, consultar o anexo A deste trabalho.
k2 =k? k2 (2.44)

A Eq.(2.42) expressa a pressdao sonora em funcéo da posicdo e do tempo. Cada par de
valores m e n corresponde a um modo de oscilacéo, sendo que m indica 0 modo como a
pressdo sonora varia com o angulo é, e n indica 0 modo como a pressao sonora varia na
direcdo radial r. Dependendo da freqiiéncia de excitagcdo, cada um destes modos
expressos por (m,n) podera ou nao ser propagado. A seguir sera feita uma andlise
objetivando estabelecer uma relacdo entre a frequiéncia de excitacdo e o estabelecimento

ou néo de cada um destes modos de oscilagéo.

Se, para um determinado modo, k, for um nimero imaginario, o valor da pressao sonora

correspondente a este modo (p2 ) apresentard um decrescimento exponencial na
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varidvel z, conforme pode ser constatado pela Eq.(2.43). Portanto, tem-se um modo
evanescente ndo propagativo e conclui-se que apenas modos cujos valores de k, forem
reais serdo propagados. Assim, pela Eq.(2.44), um dado modo (m,n) se propagara sem
atenuacéo se

K > Ky o (2.453)

ou

®>Cok, (2.45b)

Para cada modo (m, n), define-se a freqliéncia de corte f,, como sendo o valor minimo
de frequiéncia que a excitacdo acustica deve apresentar para que o referido modo possa

propagar-se. Assim,

fm = 2.46
- (246)

Os valores de krmy podem ser obtidos utilizando a TAB.A.1 do anexo A.

Quando a freqiiéncia de excitacdo for suficientemente baixa ou o didmetro do tubo for
suficientemente pequeno, havera a propagacao apenas do modo m = n = 0. Neste caso,
tem-se uma onda sonora plana, ou seja, as grandezas acusticas apresentam valores
constantes em toda a secdo transversal do duto. Assim, a propagagdo sonora €
unidimensional, sendo que a Eq.(2.42) simplifica-se para

ph = (Cl.e’jkz +C,e" )ej‘”‘ (2.47)

Quando a propagacdo sonora ocorre em um meio ndo estacionario, as freqiiéncias de
corte ndo mais podem ser calculadas pela Eq.(2.46). Para um escoamento uniforme'? ao
longo do tubo, as frequéncias de corte sdo determinadas por (adaptado de MUNJAL,
1987)

12 por “escoamento uniforme”, entende-se que o vetor U F 6 constante em todo o dominio.
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C,-k
f ="M J1-M? (2.48)

2.7

—F
u

onde M =u € 0 nimero de Mach do escoamento.
Co

Considerando a Eq.(2.48), para haver somente a propagacao de ondas sonoras planas,
deve-se tomar o menor valor ndo nulo de k;mn, 0 qual corresponde am =1 e n =0 (ver
TAB.A.1 do anexo A).

Ki1o0 = 184 (2.49)

fo

onde r, € 0 raio do tubo.

Desta forma, apenas ondas planas serdo propagadas caso a seguinte condicdo seja

satisfeita:
kr, <1,8441-M 2 (2.50a)
ou
2.7.r
A>—"""0 (2.50b)
184+/1-M?
ou

PNV (2.50c)

2.1,

As Egs.(2.50) apresentam a condicdo suficiente para que apenas ondas planas sejam

propagadas.

2.1.7 Impedéancia Acustica

Considere a propagacdo sonora unidimensional em um duto na presenca de escoamento

uniforme. Neste caso, 0 campo de pressdo sonora é dado por (MUNJAL, 1987)
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pA _ [A'e—jkz/(lJrM) +Be jkz/(l—M)lejwt (2.51)
A velocidade acustica é dada pela seguinte expressdo (MUNJAL, 1987):

uh = 1 .[Ale—jkz/(l+M) _Be jkz/(l—M)]ej(ut (2.52)

Po-Co

Note que os termos e “el* e e el s3o equivalentes a e ¢ gz
respectivamente, 0s quais representam a propagacao de duas ondas em sentidos opostos:
e*®2) no sentido positivo de z, e e™*(%"*?) no sentido negativo de z (KINSLER et al.,
1982).

Neste trabalho, define-se a impedancia acustica (Z) como sendo a razdo entre a pressao

sonora e a velocidade acustica. Assim, pelas Eqgs.(2.51) e (2.52), chega-se a:

[A.e—jkz/(1+M) +Be jkz/(l—M)]
Z(Z) = Po-Co [Ae—jkz/(1+M) _B ejkz/(l—M)J (2'53)

Para o caso de uma onda plana progressiva na dire¢do positiva de z, tem-se que B = 0;
utilizando a Eq.(2.53), obtém-se:

Zy = Py (2.54)

Z, é a impedancia caracteristica do meio fluido, a qual é definida como sendo a razdo
entre a pressdo sonora e a velocidade acustica de uma onda plana progressiva. Na
pratica, ndo existem ondas planas progressivas isoladamente, visto que qualquer sistema
de dutos apresenta reflexdo sonora. Para que houvesse apenas ondas progressivas em
uma direcdo, seria necessario que o duto apresentasse comprimento infinito ou

terminacao anecoica.
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Conforme mostra a Eq.(2.54), o valor de Z, é uma constante real previamente
conhecida. Por outro lado, o valor de Z(z) varia no espaco e € um namero complexo,
visto que pode haver diferenca de fase entre a pressédo e a velocidade. A parte real da
impedancia € denominada resisténcia acustica (R), e a parte imaginaria é denominada

reatancia acustica (X).

2.1.8 Poténcia Sonora de Ondas Planas em Escoamento Uniforme

Um conceito amplamente utilizado em acustica é o de poténcia sonora (W), a qual é

definida como sendo o fluxo médio de energia sonora no tempo, ou, matematicamente:

W = j j (Tii | .dtj.dS (2.55)

onde S é a area da secdo transversal do duto, T é o periodo da excitacdo sonorae | é a

intensidade sonora.

Note que, neste trabalho, a intensidade sonora é definida como sendo o fluxo
instantaneo de energia sonora. Alguns autores definem a intensidade sonora como sendo

uma media temporal do fluxo de energia.

Quando a propagacdo sonora é unidimensional na presenca de escoamento uniforme, a
intensidade sonora é dada por (adaptado de RIENSTRA e HIRSCHBERG, 2003)

| =(@+M2).pPu? WLLC.(prA)2 T po.Co MU (2.56)
0-~0

onde o subscrito r indica que apenas a parcela real da variavel complexa deve ser

considerada.
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Utilizando as Egs.(2.51) e (2.52), obtém-se as componentes reais da pressao sonora e da
velocidade acustica para ondas planas na presenca de escoamento uniforme, as quais

sdo dadas por

=|Al. cos[a).t - 15 i/l + j+ B| cos[a)t v ﬁ) (2.57)

ul cos( __kz + a} cos( —'Z + ﬂj (2.58)
T Doy 1+ M £0-C 1-M

onde |Al é o modulo do namero complexo A, « é o angulo de A no plano complexo, |B|

é 0 mdédulo do nimero complexo B e € o &ngulo de B no plano complexo.

Levando as EQs.(2.56), (2.57) e (2.58) na Eq.(2.55), chega-se a

W= S
2.p,

- .[(1+ M)2.|A|2—(1—M)2.|B|2] (2.59)

A Eq.(2.59) é apresentada por MUNJAL (1987) e permite calcular a poténcia sonora em
dutos onde a propagacdo sonora € unidimensional e o escoamento é uniforme. A
poténcia sonora é dada pela diferenga entre a poténcia de uma onda progressiva
propagando-se na direc@o positiva de z e a poténcia de uma onda progressiva na direcdo

negativa de z.

Deve-se salientar que, embora p* e u* dependam da posicdo, a poténcia sonora é
constante para dutos onde ndo ha dissipacdo de energia.

2.2 Controle Reativo de Ruido

No item 2.1, foi estudado o fendmeno da propagacdo sonora com énfase em dutos retos

de secdo transversal constante. Uma vez constatado que um determinado sistema de
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dutos gera niveis inaceitaveis de ruido, deve-se buscar alguma forma de reduzir tais
niveis sonoros. Atualmente, o controle passivo é o mais utilizado em redes de dutos; sdo
largamente empregados tanto os atenuadores dissipativos quanto 0s reativos. Neste
trabalho, apenas estes Ultimos serdo abordados.

Os atenuadores reativos caracterizam-se por ndo provocarem perda de energia sonora; a
reducdo dos niveis de ruido ocorre devido a reflexdo sonora, sendo esta propiciada por
mudangas na geometria dos dutos. Tais dispositivos sdo encontrados em praticamente
todos os sistemas de exaustdo de motores de combustéo interna atualmente existentes,

sendo vulgarmente conhecidos como “silenciosos”.

Tradicionalmente, a analise dos sistemas reativos é realizada utilizando modelos
matematicos unidimensionais; ver, por exemplo, ALFREDSON e DAVIES (1971) e
MUNJAL (1987). Devido a esta aproximacao, a pressdo sonora e a velocidade acustica
podem ser expressas pelas Egs.(2.51) e (2.52), respectivamente. Para dutos retos de
secdo circular (tubos), garante-se propagagdo sonora unidimensional desde que a
desigualdade expressa pelas Eqgs.(2.50) seja satisfeita, ou seja, a aplicabilidade deste
modelo € restrita as baixas freqliéncias e/ou dutos cujas dimensdes transversais sejam

suficientemente pequenas.

Nesta secdo, sdo abordados alguns aspectos do modelo unidimensional aplicado a
sistemas reativos de controle de ruido; também sdo apresentadas técnicas analiticas que

permitem avaliar o desempenho acustico de tais sistemas.

2.2.1 Parametros de Desempenho para Sistemas de Controle de Ruido

Neste trabalho, busca-se avaliar a atenuacdo sonora propiciada pela instalagédo de um
atenuador reativo na rede de dutos. Para tal, deve ser utilizado algum parametro de

desempenho. Os parametros mais utilizados séo:

e Perda por insercéo (IL);

e Perda por transmissdo (TL);
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¢ Reducéo de ruido (NR) ou diferenca de nivel sonoro (LD).

Cada um destes parametros apresenta vantagens e desvantagens, conforme sera visto

mais adiante.

Antes de prosseguir, algumas regras devem ser estabelecidas. Primeiramente, o sistema
de dutos a ser analisado serd dividido em n+1 elementos, sendo que o elemento de
nimero n+1 sera a fonte sonora e o elemento de nimero 0 (zero) serd o ambiente para o
qual o ruido é irradiado. Cada elemento corresponde a uma parcela do circuito cujo
comportamento acustico é conhecido a priori, assim, por exemplo, um trecho reto de
duto é considerado um elemento do circuito. Desta forma, a andlise consistira em
determinar o comportamento do sistema a partir do comportamento de cada componente

(elemento) do mesmo.

Tendo estabelecido estas regras, pode-se proceder a analise dos parametros de

desempenho citados.

2.2.1.1 Perda por insercéo

A perda por inser¢do (IL) é definida como sendo a diferenga entre o nivel de poténcia
sonora sem 0 atenuador (Lwi) e 0 nivel de poténcia sonora com o atenuador (Lwg).
Assim, IL descreve o desempenho do sistema de dutos como um todo, e ndo apenas o
desempenho do atenuador isoladamente. Matematicamente, IL é definido da seguinte

forma:

IL=L,, Ly, (2.60a)

onde L,, =10.log Wﬂ e Wier = 10 W é a poténcia sonora de referéncia.

ref

ou, equivalentemente,
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Wl

Os sobrescritos 1 e 2 indicam sistemas sem atenuador e com atenuador,

respectivamente.

Segundo MUNJAL (1987), a acéo real dos atenuadores de ruido consiste na reducdo da

resisténcia acustica percebida pela fonte sonora.

2.2.1.2 Perda por transmissao

A perda por transmissdo (TL), ao contrario da perda por insercdo, ndo depende das
caracteristicas da fonte sonora e assume que o duto situado posteriormente ao atenuador
apresenta terminacdo anecoica, ou seja, este duto ndo apresenta ondas sonoras

propagando-se na dire¢do negativa do eixo z.

Considere a figura a seguir:

Fonte Elemento n Elemento 1
Sonora Ar—» Sistema de Controle A Terminagao
(elemento n+1) <«——B, (elementos 2 a n-1) ! ' Anecdica

FIGURA 2.2 - Esquema de um sistema de dutos com terminacao anecdica.

A TL ¢ definida como sendo a diferenca entre o nivel de poténcia sonora da onda
incidente (Lwi) no elemento n-1 do sistema (onda A,) e o nivel de poténcia sonora da
onda transmitida (Lw) para um duto com terminacdo anecoica (onda A;). Desta forma, a

TL descreve o desempenho apenas do sistema de controle (atenuador).

TL =Ly — Ly, (2.61a)

ou
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TL =10. Iog(%} (2.61b)

t

S
2.00.Co

Como W =

(1+ M)2.|A|2 para uma onda progressiva propagando-se na direcéo

positiva de z, supondo que a densidade e a velocidade de propagacdo sonora nos

elementos n e 1 sdo iguais, a Eq.(2.61b) torna-se

(2.61c)

2 2
TL:10.Iog[|A”| oA+ M) }

Al%.S,.0+M,)?

Lembrando que, para escoamento uniforme e propagagdo sonora unidimensional,
1 N — : o B
ut = - .[Ae Jal(leM) _ g g/t M)]em; e que By =0 (terminagdo anecéica), pode-
Po-Lo

se concluir que

A= o CoJuf| (2.62)

Para a obtencéo de |An|, 0 seguinte sistema de equacdes sera utilizado:

prf\ _ [An ekl B, .ejkz/(l—M)]ejcot
pO'CO'ur? _ [An p-lkeim) _ B, .ejkz/(l—M)]ejcot

A partir deste sistema, obtém-se

A A
N (2.63)
Utilizando as Egs.(2.62) e (2.63), a Eq.(2.61c) torna-se
A A
TL = 20.l0g P: *Pofoln | Sy A+ M,) (2.64)
2.p0-Co U, | S, @+M,)
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Como a amplitude de uma onda progressiva nao se altera durante sua propagacao por
um duto reto, A, e A; podem ser medidos em qualquer posicao dos respectivos dutos. A
Eq.(2.64) é valida para propagacdo sonora unidimensional em regime de escoamento

permanente e uniforme.

2.2.1.3 Reduc&o de ruido ou diferenca de nivel sonoro

A reducdo de ruido (NR) ou diferenca de nivel sonoro (LD) € definida como sendo a
diferenca entre os niveis de pressdo sonora de dois pontos arbitrariamente selecionados,

estando um localizado antes do atenuador e o outro apds este. Assim,

A

Pn

A
1

LD = 20. Iog{

J (2.65)

onde p? é a pressdo sonora em um ponto de medicéo situado no elementone p;* é a

presséo sonora em um ponto de medig&o situado no elemento 1.

A diferenca de nivel sonoro (LD), ao contrario da perda por transmissdo (TL), ndo

requer terminacao anecdica.

2.2.1.4 Comparacéo entre os parametros de desempenho

A perda por insercdo (IL) é o Unico pardmetro apresentado que realmente representa o
desempenho do atenuador de ruido, uma vez que ela indica a reducdo do nivel de
poténcia sonora irradiado para o ambiente propiciada pela insercdo do atenuador entre o
receptor e a fonte. Entretanto, para a determinacdo de IL, é necessario conhecer

previamente as caracteristicas acusticas de todos 0s componentes do sistema.

A perda por transmissdo (TL) requer apenas 0 conhecimento das caracteristicas do
atenuador, pois ela representa a diferenca entre o nivel de poténcia sonora incidente no

mesmo e o nivel de poténcia sonora transmitido para um duto com terminagdo anecoica.
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Desta forma, a TL € uma propriedade do atenuador de ruido; por este motivo, a mesma é
0 parametro de desempenho adotado neste trabalho. Porém, a medicdo da poténcia
sonora da onda incidente requer o uso de técnicas sofisticadas, 0 que constitui um ponto
desfavoravel para a TL.

A diferenca de nivel sonoro (LD) é a diferenca entre os niveis de pressdo sonora
apresentados em dois pontos distintos: um localizado anteriormente ao atenuador e
outro ap6s este. Assim como a TL, a LD ndo exige o conhecimento prévio da
impedancia interna da fonte sonora e da impedancia de radiacdo; e, bem como a IL, a
LD néo necessita de uma terminacdo anecoica. Desta forma, a LD € o parametro mais

simples tanto em termos de calculo quanto em técnicas de medicéo.

2.2.2 Descontinuidades Geométricas

Os desenvolvimentos realizados nesta sec¢do sao baseados no trabalho de ALFREDSON
e DAVIES (1971), o qual utiliza modelos unidimensionais para predizer o

comportamento acustico de atenuadores de ruido em sistemas de exaustdo de motores.

Antes de prosseguir, algumas relaces devem ser apresentadas. Aplicando a primeira lei
da termodinamica a um processo adiabatico, chega-se a (VAN WYLEN et al., 1998)

dh+u.du=0 (2.66)

onde h € a entalpia especificae u=u" +u”. A notacéo vetorial foi omitida uma vez que

esta secdo trata apenas de problemas unidimensionais.
Combinando a primeira e a segunda lei da termodindmica, obtém-se as seguintes
expressoes, as quais sdo conhecidas como equacgdes de Gibbs (VAN WYLEN et al.,

1998):

T.ds=de+ pdp™ (2.67)
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T.ds=dh—L dp (2.68)
o

onde e é a energia interna especifica.

Levando a Eq.(2.68) na (2.66), obtém-se

i.dp +u.du=-T.ds (2.69)
P

Agora, considere os dois tipos simples de descontinuidades de area mostrados a seguir,
representativos de tubos com uma contracdo subita e expansdo subita, onde tanto o

escoamento quanto 0 campo sonoro sdo unidimensionais.

p—> |

a) 2..1 Ag—> p,
«—B; |
i: L ti
| A—>
b) Are— p 2..1

> 1>
FIGURA 2.3 - Tubos com: a) Contragdo subita; b) Expanséo subita.

Seguindo ALFREDSON e DAVIES (1971), assume-se que, nas proximidades da
descontinuidade, a variacdo espacial das grandezas fisicas € preponderante sobre a
variacdo temporal destas; utilizando a nomenclatura apresentada por RIENSTRA e
HIRSCHBERG (2003), esta hipotese implica em admitir a descontinuidade como sendo
uma regido “compacta”. Tanto 0 escoamento quanto 0 campo SONOro apresentam
padrdes tridimensionais na regido onde ocorre uma mudanca subita na secdo transversal
dos tubos, a validade da hipdtese de regido “compacta” estd condicionada ao fato da
porcdo do tubo onde ocorrem efeitos tridimensionais ser pequena comparada ao

comprimento de onda da excitacdo sonora. Tais efeitos ndo séo considerados aqui, mas
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sim em um momento posterior deste trabalho quando a utilizacdo do método dos

elementos finitos permitira realizar esta avaliacao.
Assumindo que a contracdo/expansdo € um processo isoentropico (adiabatico e
reversivel), desprezando os termos de segunda ordem e separando as variaveis

dependentes do tempo; a integracdo da EQ.(2.69) ao longo das descontinuidades

apresentadas na FIG.2.3 resulta em

jl.dpA+ IuF.dquo (2.70)
1-2 P 1-2

Supondo que p, = p; e levando as Eqgs.(2.51) e (2.52) na (2.70), chega-se a
AL+ M,).A e MEM) L 1_M,).B,e* M) — (14 M,).A+1-M,).B, (2.71)

A EQ.(2.71) expressa a condicdo de conservacdo de energia nas descontinuidades

mostradas na F1G.2.3 para processos isoentrépicos.

Para processos isoentrépicos, a equacdo unidimensional de continuidade de massa é
dada por (adaptado de ALFREDSON e DAVIES, 1971)

S.[p.du + ud—gj
Co

onde S € a area da secdo transversal do tubo.

0 (2.72)

Desprezando os termos de segunda ordem e separando as variaveis dependentes do
tempo; a integracdo da EQ.(2.72) ao longo das descontinuidades apresentadas na
FIG.2.3 resultaem

j,o.s.oluA L js.uF.olpA =0 (2.73)

2
1-2 CO 1-2
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Levando as Eqgs.(2.51) e (2.52) na (2.73), chega-se a
S,|(L+ M)A, e KM _ 4 M ,)B, oMM |2 5[4+ M)A — (1- M,)B,] (2.74)

A Eq.(2.74) expressa a condigdo de continuidade de massa nas descontinuidades
mostradas na FIG.2.3 para processos isoentropicos.

Na andlise de uma descontinuidade, existem quatro incognitas a serem determinadas:
A1, B1, A e B,. Logo, sdo necessarias quatro equagOes a fim de analisar o sistema em
sua totalidade. Até aqui foram desenvolvidas duas equacdes, Eqs.(2.71) e (2.74), as
relacdes restantes sdo fornecidas pelas condi¢cdes de contorno na entrada e na saida do

sistema.

As Eqgs.(2.71) e (2.74) foram obtidas a partir da hipdtese que o fluxo através de uma
descontinuidade € um processo isoentropico. Segundo ALFREDSON e DAVIES
(1971), tal pressuposto fornece bons resultados no tratamento de contragdes subitas de
area (ver FIG.2.3-a), porém o mesmo nao pode ser dito quando expansdes subitas (ver
FI1G.2.3-b) sdo consideradas. No que se refere a estas Ultimas, uma aproximacao simples
que apresenta bons resultados consiste em utilizar a equacdo de continuidade de massa
para o caso isoentropico em conjunto com uma equacao de continuidade de pressdo, ou

seja, a Eq.(2.74) pode ser empregada juntamente com a seguinte relacao:
A, e MM 4 B @ ILIMD) — A 4 B, (2.75)

A sequir, sera desenvolvida uma expressao para o calculo da perda por transmissao em

camaras de expanséo simples.

2.2.3 Perda por Transmissdao em Camaras de Expansdo Simples

Uma camara de expansdo simples composta por dutos de secdo circular (tubos) de

paredes rigidas € mostrada na FIG.2.4, onde os didametros dos tubos de entrada e de



40

saida sdo iguais. Objetiva-se obter uma expressao para a perda por transmissao (TL) em

tal sistema.
A7 —
A > . . Terminagdo
B. Camara de Expanséo A, ——» Anecéica
<+—B,
Z3» > 2>

FIGURA 2.4 - Esquema de uma camara de expanséao simples.

Assumindo que o0 escoamento e a propagacao sonora sdo unidimensionais, as Eqs.(2.51)

e (2.52) séo validas, logo

p3A _ [Asie—jkz3/(1+M3) " Balejkzsl(l—MS)]eja)t
A 1
U, =
Po-Co

pZA _ [AZIe—jkzz 11M;) Bz_ejkz2 /(l—MZ)Jejwt

.[As.e—jkza IA+M3) leejkz3 /(1—M3)]eja)t

A1

U = .[AZle—jkzz IA+M,) BZlejkzz /(1—M2)]ej(ut
Po-Co

plA _ Ai_e—jkzl I1+My) g jot

1 » .
U1A _ [Aie Jkle(l+M1)]eJa)t
PoCo

(2.76)
2.77)
(2.78)
(2.79)

(2.80)

(2.81)

Como os diametros das tubulacdes de entrada e saida sdo iguais, tem-se que My = Ma.

Tratando as descontinuidades como processos isoentropicos, as relacdes apresentadas na

secdo anterior podem ser utilizadas a fim de se estudar o comportamento acustico do

sistema. Desta forma, aplicando as Egs.(2.71) e (2.74) na expansdo e na contracao,

obtém-se o0 seguinte sistema de equacdes:
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L+ M,).Ae M) L (1 M,).B, MM (14 M,)A - (1-M,)B, =0
@+ MZ).AZ.e-"kLz fMa) 1 (1- 'MZ).BZ.ejkLZ’(l‘Mz) ~(@1+M,)A =0
@+ M,).A e /M) (1 M,).B,e* M) _m[(1+ M,).A —(1-M,).B,]=0

L+ M,).A e /M) _(1_\,).B, gM/"M) —%.(1+ M,).A =0

onde L; é o comprimento do tubo de entrada, L, € o comprimento da camara de

expansdo, D, é o diametro dos tubos de entrada e saida, D, é o diametro da camara de

2
D
expansio e m= (—2] .
D

Note que o sistema obtido apresenta quatro equacges e cinco incognitas: Az, B3, Az, B2 e
A;. Portanto, para determinar todas as cinco incognitas € necessaria uma equagao
adicional, a qual corresponde a condicdo de contorno na posicdo zz = 0. Entretanto,
como objetiva-se deduzir uma expressdao para a TL, tal condicdo de contorno é
prescindivel, uma vez que a TL depende apenas da geometria da cdmara, da velocidade

do escoamento e do numero de onda (k), conforme sera demonstrado a seguir.

Utilizando a Eq.(2.61c) e o sistema de equacdes obtido, é possivel obter a seguinte

relacao:

1
TL =20.log< =.

1) k.L, 1) k.L,
m+— | .COS —| M——1 .COS +
m 1+ M, m 1-M,

. 1Y’ k.L, 1) k.L,

+ ]| M+—1 .S€n +M—-——1 .S€en
m 1+ M, m 1-M,

A Eq.(2.82) fornece a perda por transmissdo em camaras de expansdo tais qual a

mostrada na FIG.2.4. Para o caso particular em que M, =0, a Eq.(2.82) simplifica-se

para

2
TL =10. Iog{1+ %(m —%) .sen’ (k.Lz)} (2.83)
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Esta expressdo pode ser encontrada em diversos trabalho; ver, por exemplo, YOUNG e
CROCKER (1975) e SELAMET e RADAVICH (1997). Analisando-a, constata-se que

a TL apresenta um valor minimo igual a zero quando k.L, =q.z, € um valor maximo

quando k.L, = (2q —1).%, onde q=12,...,.
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3

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

No capitulo anterior foi apresentado um modelo matematico tridimensional para a
propagacdo de ondas sonoras na presenca de escoamento irrotacional de gases, o qual
resultou nas Egs.(2.33) e (2.38).

Ainda no capitulo 2 deste trabalho, aplicando uma técnica analitica a um modelo
unidimensional, deduziu-se uma expressdo para o calculo da perda por transmissdo (TL)

em camaras de expansao simples.

Neste trabalho, objetiva-se calcular a TL em cdmaras de expansédo considerando o efeito
do escoamento irrotacional de gases e da propagacdo sonora bidimensional. Portanto,
modelos matematicos unidimensionais ndo fornecem subsidios para tal analise, devendo
as Eqs.(2.33) e (2.38) serem solucionadas. Como, para estes sistemas, ndo se dispde de
técnicas analiticas de solugdo, a aplicacdo de um método numérico faz-se necessaria.
Optou-se pela utilizacdo do Método dos Elementos Finitos (MEF), o qual permite a
analise de camaras de expansdo e nao apresenta nenhuma restricdo quanto a geometria

destas.
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A aplicacdo do MEF exige que o dominio do problema seja dividido em subdominios,
0s quais também sdo denominados “elementos finitos”, sendo o dominio dividido
chamado de “malha”; a este processo de subdivisdo da-se o nome de discretizacao,
sendo que, quanto maior o numero de elementos finitos empregados, melhores serdo 0s
resultados finais obtidos. Além disso, cada elemento € definido a partir de determinados

pontos, 0s quais sdo chamados “nds” do elemento.

Quando utilizado na andlise de propagacdo sonora, 0 MEF gera um sistema de equacdes
algébricas com um numero relativamente elevado de incognitas; tal situacdo agrava-se
na medida em que a freqiiéncia de interesse torna-se mais alta. Por este motivo, as
anélises de camaras de expansdo pelo MEF sdo geralmente restritas a sistemas com

simetria axial, 0 que permite a utilizacdo de elementos finitos bidimensionais.

Neste trabalho, uma técnica numérica baseada no MEF sera utilizada para analisar o
comportamento acustico de cadmaras de expansdo com simetria axial na presenca de
escoamento irrotacional de gases. Para tal, foi desenvolvido um programa

computacional escrito em linguagem C.

3.1 Método dos Residuos Ponderados

O MEF é um caso particular do método dos residuos ponderados. Portanto, antes de
apresentar a formulacdo do problema de propagacéo sonora, é pertinente fazer algumas

consideracdes sobre este método.

3.1.1 Definic¢des Basicas

Considere que se deseja solucionar a seguinte equacéo:

3(u,) =0 (3.1)
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onde 3()é um operador diferencial qualquer e up € a funcdo que representa a solucao

exata da equacao.

Suponha que ndo seja possivel obter a solucéo exata da Eq.(3.1). Neste caso, a funcao up

sera aproximada por uma série de fungdes ¢, (x), ou seja,

Uy ;u=2ai P (3.2)
i=1

onde «; sdo pardmetros a serem determinados, ¢, =¢;(x) sdo fungbes linearmente

independentes, x representa as coordenadas espaciais e u € a aproximacao para a funcao

Up que satisfaz todas as condigdes de contorno do problema.
Levando u na Eq.(3.1), obtém-se

R =3(u) (3.3

onde R € a funcdo residual ou residuo.

O proposito do método dos residuos ponderados € distribuir os erros resultantes do fato
de ter-se assumido a funcdo u como solucdo da Eq.(3.1) de forma tal que eles sejam

nulos num sentido médio. Assim, pode-se escrever

j Rw,.dQ =0 (3.9)

onde £2¢é o dominio do problema e w; é a i-ésima funcédo peso.

A EQq.(3.4) mostra que o residuo R é distribuido de acordo com a funcdo peso w;.
Substituindo a Eg.(3.2) na (3.3) e levando o resultado na Eq.(3.4), obtém-se os valores
de «; de acordo com as funcBes peso escolhidas. Note que é necessario escolher varias

fungdes peso, sendo uma para cada incognita «;.
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O tipo de funcdo peso escolhido determina a técnica de aproximacdo utilizada. Uma
delas ¢ o método de Galerkin, o qual leva a obtencdo das equacbes em elementos

finitos.

3.1.2 Método de Galerkin

O método de Galerkin é um caso particular do método dos residuos ponderados, para o

qual a funcdo peso € do mesmo tipo que a funcdo de aproximacdo; ou seja, Se

n
Up U= a0 , tem-se que
i=1

n
Wi ZZﬁj-¢j 3.5

j=1
onde S sdo coeficientes arbitrarios.
Geralmente, os coeficientes / séo escolhidos de tal forma que

5 = 1 sej=i

10, se j#i

Substituindo a equacdo acima na Eq.(3.5), obtém-se

W; = 9; (3.6)

3.2 Formulacdo Numeérica pelo MEF

Para o calculo da TL em camaras de expansao, é necessario que as seguintes equacdes

sejam solucionadas conforme mencionado no capitulo 2:

Vi =0 (3.7)
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VIO 4 k2.0 +2-Ci.(w Vot - L V" [T vor)-0 (3.8)

0 Co
A Eq.(3.7) rege o comportamento do escoamento irrotacional, enquanto que a Eq.(3.8)
refere-se & propagacdo sonora. Note que o potencial referente a0 escoamento (¢)
também aparece na Eq.(3.8); sendo, portanto, necessario solucionar primeiro a Eq.(3.7)
para sé entdo resolver a equacdo da propagagdo sonora.
A formulacao de Galerkin seré aplicada a cada uma destas expressdes a fim de se obter

as equacOes em elementos finitos.

3.2.1 Escoamento lIrrotacional

Considere a Eq.(3.7); substituindo-a na Eq.(3.4), tem-se que

J'v2¢F w,.dQ =0 (3.9)

. A : « .
Assumindo que ha simetria axial, E 0, e a seguinte expressédo torna-se valida:

op" ow, 04" ow,

Vit w, =V -(Vg©w )- : : 3.10
¢ ( ¢ ') o or oz oz (3.10)
A restricdo de simetria axial permite escrever

dQ=r.drdé.dz (3.11)

Levando as Eqgs.(3.10) e (3.11) na (3.9), obtém-se
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F F
J A (V¢F W )— of .awi _9 .awi rdrdé.dz=0 (3.12)
2 or or oL oz

Utilizando o teorema da divergéncia e integrando em relacéo a ¢, chega-se a

F F F
I(aqj oW OF7 oW ]r.dr.dz = J‘Wi 99" rdr (3.13)
or or o1 oz on

onde /" é o contorno do problema e i é o vetor normal a linha de contorno do
problema. Note que, devido & simetria axial, a geometria a ser discretizada torna-se
bidimensional.

Agora, faz-se necessario definir uma aproximacdo para a funcdo ¢~. Utilizando

elementos finitos com nimero de nds igual a n, pode-se escrever

¢F:[N1 Nz Nn]‘ 2 (3-143)

Lnondi

onde ¢~ € o valor de ¢7 no i-ésimo né do elementoe N, =N, (r,z)= y
0,nos demais nds

é a i-ésima funcéo de forma.
A Eq.(3.14a) pode ser rescrita da seguinte forma:
gF =NTgF (3.14b)

onde ¢F é o vetor de incognitas do elemento e N' ¢ o vetor que contém as funcdes de

forma.
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Note que optou-se por utilizar apenas 1 (um) grau de liberdade para cada n6 do
elemento, sendo ele o préprio valor da variavel que esta sendo aproximada, ou seja, de

¢". Tais elementos séo ditos de classe de continuidade C° (C zero), pois as derivadas de
¢” ndo sdo colocadas no vetor de incognitas 47 . Desta forma, o nimero de graus de

liberdade de cada elemento é igual a n, ou seja, ao préprio nimero de nés do elemento.
A partir da Eq.(3.14b), chega-se a

op"  ONT —¢

= ) 3.15
or or ¢ ( )
e
opt  ONT —¢
= ) 3.16
0z 0z ¢ ( )

Agora, faz-se necessario escolher as fung¢bes peso. Como a formulacéo de Galerkin esta
sendo utilizada, empregando as Egs.(3.6) e (3.14a), conclui-se que

Ni = w; (3.17a)
ou seja,
W,
N=| " (3.17h)
w

Levando as Egs.(3.14b), (3.15), (3.16) e (3.17b) na Eq.(3.13), obtém-se o seguinte

sistema de equacdes de ordem n:

NI NI T NI NI T F
'[ NN NN .q?F.r.dr.dz:jW.a(ﬁ rdr
or or oz oz on

ou

e e 00F
MFgF = j N~ —rdr (3.18)
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Nl N T NI N T

onde M7 = [| DL N AN ey (3.19)
or or oL oz

Note que o lado direito da Eq.(3.18) contém as condi¢des de contorno do problema. A

seguir, faz-se uma analise das condicdes de contorno existentes em camaras de

expansao.

A FIG.3.1 representa 0 modelo geomeétrico com simetria axial de uma cémara de
expansao tubular; as setas indicam a direcdo do escoamento de gas. Note que a

geometria real da camara € obtida realizando uma revolucdo do modelo em torno do

eixo AB da camara.

Hr G Camarade Expanséo C

FIGURA 3.1 - Modelo geométrico de uma camara de expansdo com simetria axial.

Supondo que as paredes dos tubos sejam perfeitamente rigidas, pode-se dizer que a
componente do vetor velocidade normal as paredes é nula, ou seja, nos segmentos CD ,

DE, EF, FG e GH , a seguinte condigdo de contorno é valida:

ogF

-0 (3.20)

Devido a simetria axial, a componente do vetor velocidade normal ao eixo de simetria é
nula. Assim sendo, a condi¢do de contorno expressa pela Eq.(3.20) também é valida

para 0 segmento de reta AB da FIG.3.1.

Resta estabelecer as condigBes de contorno nos segmentos BC e AH . Neste trabalho,
sera adotada a hipotese de que a velocidade do escoamento é constante tanto na entrada

quanto na saida do sistema, o que permite escrever
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F
agn _uf (3.21)
e
F
5§n —uf (3.22)

onde uf é a velocidade do escoamento na entrada do sistema (segmento AH ) e uf éa

velocidade do escoamento na saida do sistema (segmento BC ).

Note que, se os diametros do tubos de entrada e saida forem iguais, necessariamente

tem-se uf =ul.

Observe ainda que, a partir do conhecimento da velocidade de entrada, pode-se obter a
velocidade de saida; portanto, fisicamente, a Eq.(3.22) é redundante. De fato, para a
solugdo do sistema de equacdes obtido pelo MEF, pode-se dispensar a Eg.(3.22),
bastando para isso trabalhar com a matriz M em sua forma reduzida, ou seja,
restringindo os graus de liberdade do problema situados sobre o segmento BC . Neste

trabalho, isso sera feito arbitrando que o valor de ¢" na saida do sistema € nulo.

Assim sendo, para a utilizagdo do programa computacional de elementos finitos
desenvolvido neste trabalho, a Gnica condicdo de contorno referente ao escoamento a

ser informada pelo usuario € a velocidade do fluxo de gas na entrada do sistema.

3.2.2 Propagacéao Sonora

Considere a Eq.(3.8); substituindo-a na Eq.(3.4), tem-se que

HvchA +k?.0? +2'Ci.(6¢F -%@A)—%WF ~[6(6¢F -ﬁcp’*)]}.wi dQ=0 (3.23)
Q 0 Co

. L. . . a!cpA ) . ~ -
Assumindo que ha simetria axial, S0 0, e a seguinte expressao torna-se valida:
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I

VioAw, :V~(VCDA.Wi )— — — (3.24)
or or oL oz
Levando as Eqgs.(3.11) e (3.24) na (3.23), obtém-se
A A H
J'{v-(VcDA.wi)— ODT oW 007 Wi 12 a1 20K G 4F  Tah)w -
or or oz oz Co
(3.25)
1o F [efeF SmA _
+ = Vg7 [T Vot )w, Lrdrdodz=0
Co
Utilizando o teorema da divergéncia e integrando em relacédo a ¢, chega-se a
A A H
I{aq) oW 0D W —kZo W, —2'—J'k(§¢F VOA)w, +
or or oz oz Co
(3.26)

1= ~ (- = oD
+¥V¢F .[V(V¢F .VcI)A)]Wi }.r.dr.dz :Iwi. po rdr

onde

Vot [Pg" ot

6¢F (62¢F a(DA+a¢F 82®A+82¢F a®A+a¢F an)AJ+
) o — . .

0z oz oz 07 oz oroz  or or oroz (3.27)
F 2/ F A F 25 A 2 4 F A F 251 A

, 09 (a¢ ov” ot ot o%" oot o acpJ

o\ or? " or or " or?  erar oz oz oroz

Conforme ja foi dito na se¢do 2.1.5, 0 termo %WﬁF -[?(?gf -?(DA)] é geralmente
C

0]
desprezado. Entretanto, neste trabalho optou-se por manter tal termo na formulagéo a
fim de ampliar a aplicabilidade do modelo desenvolvido. Note que, conforme mostra a
Eq.(3.27), esta escolha implica no surgimento de derivadas segundas na equacao, o que

torna o modelo significativamente mais complexo.

Agora, faz-se necessario definir uma aproximacao para a funcdo @®*. Assim como feito
para 0 escoamento, serdo utilizados elementos de classe de continuidade C° com
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nimero de graus de liberdade por elemento igual ao nimero de nés do elemento (n).

Portanto, pode-se escrever
o7
A
of =[N, N, - NP

oy

onde @ é o valor de ®* no i-ésimo né do elemento.

A Eq.(3.28a) pode ser rescrita da seguinte forma:

o =N".0"

onde @®* é o vetor de incognitas do elemento.

A partir da Eq.(3.28b), chega-se a

oph _ ONT ot
or or
oph _ ONT ot
oz oz

o°d*  9°NT A
2 2
or or

o*d”h  9ANT A
072 0z°
o?p”h  9°NT B
oroz oroz

Pela Eq.(3.14b), chega-se a

(3.28a)

(3.28D)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)
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(3.36)

As funcbes peso serdo escolhidas da mesma forma que na secdo anterior; assim, as

Egs.(3.17a) e (3.17b) também sdo validas aqui.

Levando as Eqs.(3.28b) a (3.36) e as Eqs.(3.15), (3.16) e (3.17b) na Eq.(3.26), obtém-

se 0 seguinte sistema de equacdes de ordem n:

H A
(W K2 RA 2K A +i2.s‘AJ.6A - (N2 rar (3.37)
Co Co on
onde
NI N T NI NI T
TR RS ) T
or or 07 0z

9

TA— (N N e ONT +aNT —r ONT
Lo ™ " or oz "oz

J.r.dr.dz :

¢ ¢ ¢

IN ONT 5 PNT 7 ONT +aﬁT — &NT +52NT —= ONT +aﬁT — &N .
oz? oz 0z oz oroz or or orée

arqj ar2¢ or ar¢ or? araz¢ oz 6z¢

N T 2N T NT NT 2N T 2N T NT N T 2N T l
LN —F(a NT 2eoNT ONT op &°NT &°NT op oNT oNT o &°N Hrdrdz
Note que o lado direito da Eq.(3.37) contém as condic¢des de contorno do problema. A
sequir, faz-se uma andlise das condi¢cdes de contorno existentes em camaras de

expansao.

Considere novamente a FIG.3.1. Supondo que as paredes dos tubos sejam perfeitamente
rigidas, pode-se dizer que a componente do vetor velocidade acustica normal as paredes
é nula, ou seja, nos segmentos CD, DE, EF, FG € GH, a seguinte condi¢do de

contorno é valida:
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op"
on

-0 (3.38)

Devido a simetria axial, a componente do vetor velocidade acustica normal ao eixo de
simetria € nula. Assim sendo, a condi¢do de contorno expressa pela Eq.(3.38) também é

valida para o segmento de reta AB da FIG.3.1.

Resta estabelecer as condi¢Bes de contorno nos segmentos BC e AH . Neste trabalho,
sera adotada a hipotese de que a amplitude da velocidade acustica € constante tanto na
entrada quanto na saida do sistema, o que permite escrever

A
‘3; _uf (3.39)
(5]
A
a; " (3.40)

onde ul é a amplitude da velocidade acustica na entrada do sistema (segmento AH ) e

u2 é a amplitude da velocidade acustica na saida do sistema (segmento BC ).

Neste trabalho, deseja-se calcular a perda por transmissdo em camaras de expansao;
portanto, a condicdo de contorno conhecida na saida do sistema é a impedancia acustica,

e ndo a velocidade acustica. Desta forma, a Eq.(3.40) ndo pode ser diretamente aplicada,

A

sendo necessarias algumas manipulagcdes matematicas a fim de expressar em

funcdo da impedancia, o que sera feito a seguir.

Assumindo que a propagacdo sonora no tubo de saida é unidimensional na direcdo z, a
pressdao sonora e a velocidade aclstica no mesmo podem ser expressos por [ver
Egs.(2.39) e (2.40)]

A
qu_a(D .eja)t

. (3.41)
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. oD” og" |
A_ X0 T S PO L 3.42
p po(Jw . J (3.42)

Como a impedancia acustica (Z) é a razdo entre a pressdo sonora e a velocidade
acustica, combinando as Eqgs.(3.41) e (3.42), chega-se a

ovr  p,jod"

- 3.43
oz op- 5 (3.43)
Po- oz
A Eq.(3.43) é valida para tubos onde a propagagdo sonora é unidimensional.
— GO T .
Para o contorno BC da FIG.3.1, PR levando esta expressdo na Eq.(3.43) e
Z
utilizando as Eqgs.(3.28b) e (3.16), chega-se a
A N T
07 _|__pPoloN  IGa (3.44)
on ONT 57
Po- o s
onde Z é impedancia na saida do sistema.
Portanto, no contorno BC tem-se que
A N T
[W. O dr=p, jw [ NN lar @ (3.45a)
8e n B¢ po-aN ¢F -2
oz S

ou

A
[N a; rdl=p, jo.J* 3 (3.45h)
BC
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Substituindo a Eq.(3.45b) na Eq.(3.37), obtém-se

(MA C2RA 2k ga

A
A~ pyjd AJE‘\: [ N2 rar (3.46)
Co on

§N|H

AH

Note que o lado direito da Eq.(3.46) contém a condi¢do de contorno apenas na entrada
do sistema, uma vez que a componente do vetor velocidade normal as paredes dos tubos

e ao eixo de simetria € nula e a condicdo de contorno na saida do sistema esta contida na

matriz J*.

Assim sendo, durante a utilizagdo do software de elementos finitos desenvolvido neste
trabalho, as Unicas condi¢gBes de contorno referentes a propagacdo sonora a serem
informadas pelo usuario é a amplitude da velocidade acustica na entrada e a impedancia
acustica na saida do sistema. Observe que, para o calculo da perda por transmissdo, a
impedancia acustica é dada pela Eq.(2.81), pois o tubo de saida deve apresentar

terminacdo anecoica.

3.2.3 Formulacgdo Paramétrica

3.2.3.1 Elemento finito bidimensional retangular de quatro nos

A fim de calcular as matrizes M7, M*, K*, S* V* e J* as quais foram
apresentadas na secGes anteriores, faz-se necessario estabelecer as funcbes de forma, ou
seja, definir o vetor N(r,z). Este é funcdo da geometria e do nimero de nés do
elemento finito a ser utilizado. A FIG.3.2 mostra um elemento bidimensional retangular

de quatro nos, para o qual serdo obtidas as fungdes de forma correspondentes.
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r
2b ‘

1
e =0

I 5a I
FIGURA 3.2 - Elemento finito bidimensional retangular de quatro nos.

O sistema de coordenadas global (z, r) pode ser transformado em um sistema de

coordenadas adimensional (&, #) através das seguintes relacdes:

(3.47)

Note que, no sistema adimensional ou natural, o elemento finito parametrizado é um

quadrado de lado igual a dois.

A partir da Eq.(3.47), chega-se as seguintes expressoes:

dz=adé e dr=bdpy (3.48)

13
|

Deseja-se expressar o valor do potencial™ (#) em qualquer ponto do elemento a partir

dos valores nodais ¢, ¢, ¢ e ¢. Observando a FIG.3.2, conclui-se que as seguintes

relagdes sdo validas:

p(-L-D=¢

¢L-1) =4,
¢(L.1) = ¢,
$(-11)=9¢,

(3.49)

30 simbolo ¢ neste contexto pode ser considerado como sendo tanto o potencial referente ao escoamento
guanto o acustico.
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Logo, como o valor do potencial é “conhecido” em quatro pontos do elemento finito,

pode-se escrever
P&, n)=c,+C,.E+Cam+CuEm (3.50)
onde c1, C, C3 € C4 S0 constantes a serem determinadas.

Utilizando as EQgs.(3.49) e (3.50), chega-se a (adaptado de WEAVER e JOHNSTON,
1984)

"
NG 77)=F(1—§)(1—77) Laroa-n raroasn 1(1—5)(1“7)} ?2| 351
n=ta-a Lavo. Lave Le-oasn|% e

3

9

Comparando a Eq.(3.51) com as Eqgs.(3.14) e (3.28), nota-se que as fung¢des de forma do
elemento representado na FIG.3.2, em coordenadas naturais, séo

V(6= -0 F0rn) {000 F0-aae)| @5

Entretanto, para o calculo das matrizes M7, M*, K*, S* V* e J*, é necessario
obter as derivadas das funcdes de forma em relacdo as coordenadas globais (z, r). Além
disso, a variavel r deve ser expressa em termos de & e de 7, 0 que seré feito assumindo
que a geometria do elemento ¢é definida pelas mesmas func¢des de forma utilizadas para

a obtencdo do potencial, ou seja,

r(f.n){%-(l—f)-(l—n) %-(1+§)-(1—77) %-(1+§)-(1+77) %.(1—z:>.(1+n>} 2| (3.53)
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onde ry, Iy, I3 € 1y S80 as coordenadas r dos nés, as quais sdo conhecidas a priori. Note
que estas coordenadas podem ser expressas em termos de a e b; entretanto, optou-se por
manter sua generalidade por motivos que se evidenciardo na secdo seguinte deste

trabalho.

Quando, como neste caso, a geometria do elemento e a varidvel de interesse sdo
interpoladas da mesma forma, diz-se que o elemento é isoparamétrico. Neste trabalho,

apenas serdo utilizados tais elementos.
Utilizando a regra da cadeia em conjunto com a Eq.(3.47), pode-se escrever

ON; _0N; & oN; on _1 oN;
oz o8& oz on oz a OF
ON; _0N; a& oN; on_1 oN,
or 8& or om or b an

1 oN, 1 ON;
o’N;  la o % . a o ) on 1 2°N,
oz? o8 & on 0z a’ o8&l (3.54)

(1 8NiJ 1 0N,
o’N; _ (b g % | b on)on 1 *N,
or? o or on  or b? on?

1 0N, 1 0N,
o’N; la o % a o ) onp 1 &N,

dzor o or on  or ab 8&on

Combinando as Egs.(3.52) e (3.54), chega-se a TAB.3.1. Nesta e nas Eqs.(3.48) e (3.53)
estdo contidas todas as informacdes necessarias para o calculo das matrizes M "™, M *,

K", SA V*e J* Amatriz MF, por exemplo, pode ser rescrita da seguinte forma —

ver Eq.(3.19):

MF =abh.

J-r(f,n)-dé-dﬂ (3.59)

e

(AT o v
oror e @

A integral acima, bem como as referentes as demais matrizes podem ser resolvidas

analiticamente.
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TABELA 3.1 — Funcbes de forma do elemento retangular de quatro nés e suas

respectivas derivadas.

_ N, oN, d*N, | @°N; | 82N,
| Ni - - '
oz or oz? or? ozor
1 1 1 1
1 Z(l—é)(l—n) E(n—l) %(é—l) 0 0 2ab
1 1 1 1
2 Z(l+§)(1—77) E(l_”) E(—é—l) 0 0 " e
1 1 1 1
3 Z(1+§)(1+f7) E(ml) E(&l) 0 0 2ab
1 1 1 1
~(1-51 = (=—p— —(1- -
4 4( $)A+n) 4a( n-1) 0 1-2) 0 0 4ab

Talvez, e com razéo, o leitor tenha se incomodado com o fato das derivadas segundas
das funcgdes de forma em relagdo a z e a r serem nulas, conforme mostrado na TAB.3.1.

Observando as EQs.(3.37), (3.45b) e (3.55), constata-se que as derivadas segundas sdo

necessarias apenas para o calculo da matriz S*; a qual, conforme ja foi dito, tem sido
desprezada pelos pesquisadores. Portanto, conclui-se que elementos finitos retangulares
de quatro nos sdo inadequados para a avaliacdo da referida matriz; assim sendo, estes
ndo serdo utilizados nas analises numéricas realizadas neste trabalho, mas sim
elementos quadrilaterais de oito nds, os quais serdo abordados em seguida. Embora ndo
sejam aplicaveis ao problema em estudo, optou-se por apresentar o elemento retangular

de quatro nos devido a sua simplicidade, visando atingir a compreenséo do leitor.

3.2.3.2 Elemento finito bidimensional quadrilateral de oito nés

Uma leitura ligeiramente cuidadosa da se¢do anterior leva a concluir que a utilizagéo de
coordenadas naturais no desenvolvimento 14 apresentado é desnecessario, uma vez que a
geometria do elemento é definida no sistema global de coordenadas. De fato, conforme
sera visto neste topico, a formulacdo paramétrica apresenta uma enorme flexibilidade

com relacdo a geometria dos elementos da malha.
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A FIG.3.3 apresenta um elemento finito quadrilateral de oito n6s no dominio natural, o
qual sera utilizado para ilustrar a flexibilidade da formulacdo paramétrica. As funcdes
de forma em coordenadas naturais desse elemento séo apresentadas por WEAVER e
JOHNSTON (1984) e estdo mostradas na TAB.3.2, juntamente com suas derivadas em

relacdo a e 7.

05 o g

UL

2

08 60

g

1 2 2
e
2

FIGURA 3.3 - Elemento finito bidimensional quadrilateral de oito nos.

TABELA 3.2 — FuncBes de forma do elemento quadrilateral de oito nds e suas

respectivas derivadas.

_ N N, oN, 22N, d%N, %N,
! ! o¢ on oe® | on? ocon
1| 0-9-neE-n-9 | G@eent-n | Fa-9@r+d | Fe-n | Fa-9 | ja-25-29)
2 | taraa-ne-n-n | tec-na-n | taroe-o | ta-n | taro | eg-2e-1)
4 4 4 2 2 4
3| taraasneEn-n | tecenain | taraento | Taen | Taro | tar2er2y
4 4 4 2 2 4
4| ta-oaimeein-n | 2ec-neen | ta-oer-o | tarn | ta-o | tee-2p-1
4 4 4 2 2 4
1 2 1 2
5 ~a-¢a-n) ) 2= -1 0 £
6| Serae-m e ~n+8) 0 | -1-¢ -
1 2 1 2
7 A=) ) ~a-¢) p-1 0 ¢
1 2 1 2
8 ~a-9a-7) -2 p-¢) 0 £-1 "

Na FI1G.3.3, 0s nds que encontram-se preenchidos na cor negra sdo denominados nds de

vértice e 0s n6s sem preenchimento sdo chamados nds de meio de lado.
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Na secdo anterior, a geometria do elemento (retangular) foi definida no sistema global
de coordenadas, o que implica que as matrizes obtidas sdo validas apenas para
elementos com geometria retangular. Aqui, contrariamente, o elemento é definido no
sistema de coordenadas naturais e, a partir deste, sua geometria “real” no sistema global
sera obtida através do mapeamento de um sistema de coordenadas para o outro.
Procedendo-se desta forma, € possivel obter elementos quadrilaterais com formas
diversas no sistema global de coordenadas a partir de um Unico tipo de elemento
definido no sistema natural. Assim, pode-se obter uma malha de elementos finitos tal

como a mostrada na FIG.3.4 apenas utilizando o elemento representado na FIG.3.3.

FIGURA 3.4 — Exemplo de malha que utiliza elementos paramétricos quadrilaterais de

oito nés.

Todos os trés elementos da malha mostrada na FIG.3.4 apresentam as mesmas funcdes
de forma no dominio natural, as quais sdo mostradas na TAB.3.2. No entanto, as
derivadas com relacdo a z e a r desses elementos sdo distintas, as quais podem ser
obtidas a partir da utilizacdo de matrizes de transformacdo adequadas. A metodologia
para a realizagdo do mapeamento do sistema de coordenadas natural para o global sera

descrita a seguir.
Utilizando a regra da cadeia, pode-se escrever

ON; oN; az  oN; or

_t

0 & oE o o¢
ON;, N, a oN; or (3.562)

on @ on o on

ou, em notacdo matricial,
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NN,
o5 |_7lar
oN, _J.% (3.56b)
on or
a o
onde J = ‘Zf gf € a matriz Jacobiana. (3.57)
on o

Como estdo sendo empregados elementos isoparamétricos, a EQ.(3.53) pode ser
aplicada utilizando as funcdes de forma apresentadas na TAB.3.2. Estendendo-a a

variavel independente z, obtém-se

rn

rEm=INEn NEm) -~ NyEnh (3.582)
;
(5]
Z,
26 =INEm) NoEm) - Ny (3.580)
Zg

Portanto, a matriz Jacobiana pode ser obtida a partir das Eqs.(3.58a) e (3.58b).

Pré-multiplicando ambos os lados da Eq.(3.56b) pela inversa da matriz Jacobiana,

chega-se a

N, N;
oz | _v4)0
J_gy o (3.59)

o on
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A TAB.3.2 e as EQs.(3.57), (3.58a), (3.58b) e (3.59) permitem calcular as derivadas

primeiras das funcdes de forma em relacdo a z e a r, as quais Sdo necessarias para a
determinacdo das matrizes M ", M*, S*, V* e J*. Note que para o calculo da matriz

S* ¢ necessario conhecer também as derivadas segundas em relagdo a z e a r; conforme
DHATT e TOUZOT (1984), estas podem ser obtidas pela seguinte expresséo:

d°N, O*N;
oz° oN; o¢
’N; | =] ac| = |o°N,
=T N, +T, o (3.60)
ozor o&on
As matrizes T, e T, sdo dadas por:
. lel J122 2'jll'j12
T, = 1221 1222 2-j21-j22 (3-61)
jll'j21 j12'j22 jll'j22 + j12'j21
e
r=-T,CJ" (3.62)

onde jmn € 0 termo da m-ésima linha e n-ésima coluna da matriz J ™, Jn, é 0 termo da

m-ésima linha e n-ésima coluna da matriz J e

0J;;  ddy,

o0&

E- 0J,, 0d,,
on on

l a‘]11+a‘]21 l 6J12+6J22
2\on  oc ) 2\ on o0&

Observe que as derivadas dos termos da matriz Jacobiana em relagéo a £ e a  podem
ser obtidas a partir das Eqgs.(3.57), (3.58a) e (3.58D).
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A TAB.3.2 e as EQs.(3.60), (3.61) e (3.62) permitem calcular as derivadas segundas das

funcdes de forma em relacdo a z e a r, as quais sdo necessarias para a determinacdo da

matrizS*.

Como dzdr =|J|dé&.dy (WEAVER e JOHNSTON, 1984), onde |J| é o determinante da

matriz Jacobiana, pode-se escrever

11 T

I R K (3:69)
1-1

. tt(oN oNT LN N

M :”(_r. o J J3]dz.dn (3.64)
-1-1
11

K" = [ [N.N"r[3]dedn (3.65)
141
11 =T =T —

\7A=”N.(ag'r .;ZF.agr +ag'z gr N J 3]dzdn (3.66)
-1

¢ ¢

11 N T 2N T N T N T 2N T 2T NT 2N
S—A:J'J'N. OoN -F al\i 5,:5N +6N _Fal\i +6N —F ON +aN Fa
Y o a o at erez’  ax  or T aa

(3.67)

7 — GZWT+62NT — GNT+8NT — &*NT r‘\]_‘dgd
or aZ ? Ta ol Tar Twa ! Ta e ? aa )| 1T

ONT —( @®NT - N7 oNT
+ ¢F( F + ¢ ¢ ¢

No programa computacional desenvolvido, as integrais duplas das equagdes acima sao
calculadas numericamente utilizando a quadratura de Gauss-Legendre®, assim, essas

integrais sdo transformadas em somatdrios, os quais estdo mostrados a seguir:

oo, Q1 ON ONT oON oNT ) |-
i S e ] e
ng o oN oNT oN oNT ) -]
M2 2R (E' o " e ]-f-\J\_m (369)

¥ A quadratura de Gauss-Legendre é o método de integracdo numérica mais utilizado atualmente.
InformacGes detalhadas a respeito deste método podem ser encontradas na maioria dos textos de calculo
numérico; ver, por exemplo, DHATT e TOUZOT (1984).



67

KA = R.R [N.NT r.m] (3.70)
i1 j1 =iy
. n& nnp - T _ T _ N T _
VA= R.R;|N N .¢F.6N N .¢F.‘3N r[3| (3.71)
i or or 0z 0z
‘givnj
n& nnp NI T 2 T N T N T 28T
- —|oNT —([ &*N ONT oNT —¢ 8N
SA= R.R 4N F F F
;;'J{_az;ﬁ[azﬂj o az¢ o’
2N T N T N T 28T
GNEFGN oN aFaN .\
oroz or or oroe
B - (3.72)
aNTaF aZNTaF ONT aNT(;F 62NT+
or or? or or or?
82 NT ap 5NT 8NT ¢—5|: 02 NT r |\]—|
oroz & oz aa || .
i1

onde n& é o nimero de pontos de Gauss na dire¢do & nz € o numero de pontos de Gauss
na diregdo 7, (&, n;) sdo as coordenadas do ponto de integragéo (i, j), Ri e R; séo os

pesos do ponto (i, j).

Os valores de &, n;, Ri, e R; sdo determinados pelo nimero de pontos de integragéo

escolhido. Estes valores estdo apresentados na TAB.3.3.

TABELA 3.3 - Coordenadas dos pontos de integracdo e seus respectivos pesos em
funcdo do nimero de pontos (DHATT e TOUZOT, 1984).

néounn Coordenadas & ou 7; dos pontos Pesos R; ou R; dos pontos

1 0 2
2 +0,57735 02691 89626 1

3 0 0,88888 88888 88889

+0,77459 66692 41438 0,55555 55555 55556

4 +0,33998 10435 84856 0,65214 51548 62546

+0,86113 63115 94053 0,34785 48451 37454

0 0,56888 88888 88889

5 +0,53846 93101 05683 0,47862 86704 99366

+0,90617 98459 38664 0,23692 68850 56189

+0,23861 91860 83197 0,46791 39345 72691

6 +0,66120 93864 66265 0,36076 15730 48139

+0,93246 95142 03152 0,17132 44923 79170

0 0,41795 91836 73469

7 +0,40584 51513 77397 0,38183 00505 05119

+0,74153 11855 99394 0,27970 53914 89277

+0,94910 79123 42759 0,12948 49661 68870
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A escolha do nimero de pontos de integracdo deve ser feita considerando a funcdo a ser
integrada. Se esta for polinomial de ordem m, entdo, a utilizacdo da quadratura de
Gauss-Legendre resultard na solucdo exata da integral desde que o nimero de pontos n
obedeca a seguinte relacéo:

n> m2+1 (3.73)

Deve-se observar que, embora as funcdes de forma sejam polinomiais, as solucbes
numéricas das integrais presentes nas Egs.(3.63), (3.64), (3.66) e (3.67) poderdo diferir
das solugbes exatas, independentemente do nimero de pontos de integracdo utilizados.
Para melhor entender este fato, a Eq.(3.59) seré rescrita da seguinte forma:

o, o,
o _ Ju j12:| o¢ (3.744)
ONi [ Lo oo )| 9N
or on
ou
o, N,
T |_1] Iz ‘312} g 3.74b
N, \J‘\LH i J|ons (3:740)
or on

Pelas Egs.(3.57), (3.58a) e (3.58b), conclui-se que os termos Jn, da matriz Jacobiana

sdo polinomiais. Analisando a Eq.(3.74b), nota-se que a presenca de ‘J“ no

denominador pode fazer com que as derivadas das funcbes de forma em relacdo as
coordenadas globais ndo sejam funcdes polinomiais, 0 que impossibilita a obtencdo de
uma solucdo exata das integrais duplas. Entretanto, caso o elemento finito considerado
apresente geometria retangular no dominio global, pode-se mostrar que os termos da
matriz Jacobiana serdo independentes de & e de 7, 0 que permite a avaliacdo exata das
integrais. Portanto, durante a geragdo da malha de elementos finitos, deve-se evitar a
utilizacdo de elementos que apresentem distor¢cdes geométricas significativas.
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A

RESULTADOS E DISCUSSOES

A partir da formulagdo numerica apresentada no capitulo anterior, foi desenvolvido um
software para a andlise do desempenho acustico de sistemas reativos de controle de
ruido em dutos pelo método dos elementos finitos. Sua aplicabilidade é restrita a

sistemas com simetria axial e escoamentos irrotacionais de gases.

Neste capitulo, algumas configuracdes geométricas classicas de camaras de expansao
sdo simuladas numericamente e os resultados obtidos pelo programa computacional
desenvolvido apresentados. Para alguns sistemas, também sdo apresentados resultados
obtidos pela aplicacdo de técnicas analiticas a modelos matematicos unidimensionais. A

validacdo da técnica numérica é feita de duas formas:

1) Comparando os resultados numéricos com os analiticos na faixa de frequéncia em
que a hipotese de propagagéo sonora unidimensional é valida;
2) Avaliando se o comportamento acustico do sistema revelado pelas simulacdes

numeéricas € coerente com as informacdes disponiveis na literatura.
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4.1 ConsideracgOes Preliminares

O parametro utilizado neste trabalho para estudar o desempenho acustico de cada
atenuador de ruido é a perda por transmissdo (ver se¢do 2.2.1.2). Esta é uma
propriedade daquele, sendo independente da amplitude da excitagcdo acUstica e das
caracteristicas dos demais elementos existentes no sistema, tais como as impedancias de

radiacdo e da fonte sonora.

Contrariamente a TL, os valores da pressao sonora e da velocidade acustica dependem

da amplitude da excitacdo acustica; em todas as simulacfes é adotado o valor

u2 =1 m/s para a amplitude da velocidade acUstica na entrada do sistema.

Com relacdo as propriedades do meio fluido, os seguintes valores sdo adotados para a
densidade de equilibrio e para a velocidade de propagacdo sonora, respectivamente,
o= 1,2 kg/m® e ¢, = 340 m/s (TSUJI et al., 2002).

Para o calculo da TL, faz-se necessario que o tubo de saida do sistema possua
terminacdo anecdica. Esta condicdo é simulada estipulando que a impedancia acustica

na saida do sistema é aquela dada pela Eq.(2.54), ou seja, Zs = pp.Co = 408 kg.m2.s™.

Sdo simuladas quatro configuracbes de cdmaras de expansdo, as quais estdo
representadas na F1G.4.1, onde D, é o didmetro do tubo de entrada do sistema, D, é 0
diametro da camara de expansdo, Ds é o diametro do tubo de saida do sistema, Le é 0
comprimento do tubo de entrada do sistema, L. € o comprimento da camara de
expansdo, Ls € o comprimento do tubo de saida do sistema, Lee € 0 comprimento da
extensdo do tubo de entrada, Ls. € 0 comprimento da extensdo do tubo de saida, Ds é 0

diametro do furo da placa central e L. € 0 comprimento do tubo central.
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(a) Camara de expansao simples. (b) Camara de expansdo com
extremidades estendidas.
Lce
1 1
S, -__.}D_f_ e | e |
(c) Camara de expanséo dupla. (d) Camara de expansdo dupla com

extremidades estendidas e tubo central.

FIGURA 4.1 — Configuraces classicas de camaras de expansao.

Todos os sistemas modelados neste trabalho apresentam as seguintes dimensdes em
comum: D¢ = Ds =40 mm, D, =120 mm, L, =Ls =150 mm e L. =400 mm. A FIG.4.2
mostra a malha de elementos finitos utilizada para a simulacdo numérica do escoamento

e da propagacéo sonora.

4010

150 150

&0

= =
] [t

FIGURA 4.2 — Malha constituida por 300 elementos quadrados de lado igual a 10 mm.

Todos o0s elementos finitos utilizados s&o quadrados de lado igual a 10 mm,
isoparamétricos e de oito nos. Este tipo de elemento foi apresentado na secéo 3.2.3.2
deste trabalho.

As espessuras das extremidades estendidas, bem como as da placa e do tubo central sdo
desprezadas. Esta simplificacdo permite que todas as configuragfes de camaras de
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expansdo mostradas na FIG.4.1 sejam simuladas pela malha representada na FIG.4.2,
bastando para isso utilizar n6s duplos e triplos a fim de modelar as descontinuidades

existentes devido a introducdo de elementos no interior da camara.

ROSS (1981)* apud MUNJAL (1987) utilizou elementos isoparamétricos de oito nés
cuja dimensdo maxima correspondia a um ter¢co do comprimento de onda na freqliéncia
de 2000 Hz; esta malha gerou bons resultados para frequéncias inferiores a 1300 Hz. A
partir desta informacdo, MUNJAL (1987) observou que o trabalho de ROSS parece
sugerir que, para obter bons resultados, o valor da maior dimensdo de um elemento

finito deve obedecer a seguinte relaco:

Maior dimensdo de um elemento finito <0,2. Anin (4.1)

onde Amin € 0 comprimento de onda minimo, o qual ocorre quando a frequéncia é

maxima.

Neste trabalho, o comportamento acustico dos sistemas é avaliado para frequiéncias de
excitacdo de até 4000 Hz. Como foi adotado ¢, = 340 m/s, tem-se que Apin =85 mm.
Portanto, a maior dimensdo admissivel para cada elemento finito € 17 mm. Uma vez

que os elementos utilizados sdo quadrados de lado igual a 10 mm, a Eq.(4.1) é satisfeita.

No inicio do capitulo segundo do presente trabalho, afirmou-se que desprezar os efeitos
provenientes da viscosidade do fluido implica em impor ao modelo matematico um
limite de aplicabilidade no que se refere a faixa de freqiiéncia em que este é valido. Tal
restricdo é expressa pela Eq.(2.1), a qual esta reproduzida a seguir:

2v
7.D

f>>

2
e

> ROSS, D. R. A finite element analysis of perforated component acoustic systems. Journal of Sound and
Vibration, v.79, n.1, p. 133-143, 1981.
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A viscosidade cinemética do ar em condicbes ambientes é v=15.10"m?%s
(INCROPERA e DeWITT, 1998). Substituindo os valores numéricos na Eq.(2.1) chega-
se a f>>597.10°Hz. Logo, quando o meio considerado é o ar, desprezar sua
viscosidade ndo restringe a aplicabilidade do modelo para o sistema representado na
FI1G.4.2, pois 0 ouvido humano € capaz de identificar sons cuja frequiéncia seja superior

a 20Hz aproximadamente.

A fim de avaliar o efeito do escoamento sobre o desempenho acustico de um
determinado sistema, sdo realizadas simulacGes na auséncia de escoamento (M = 0) e na
presenca de um escoamento irrotacional de alta velocidade, visto que quanto maior a
velocidade do escoamento, maior tambem € sua influéncia sobre o comportamento
acustico do sistema. Como o limite de aplicabilidade do modelo utilizado neste trabalho
é dado por M < 0,3 (ver secdo 2.1.1), aproximadamente; optou-se por utilizar o valor
M. = 0,3 para as simulagdes de sistemas na presenca de escoamento, sendo que M € 0
numero de Mach nas extremidades do sistema. A seguir, 0 nimero de Reynolds é

avaliado com o intuito de determinar o regime de escoamento nos tubos.

O numero de Reynolds (Re) é um parametro adimensional dado por (adaptado de FOX
e McDONALD, 1998)

(4.2)

No duto de entrada da cadmara, para um escoamento em que M. =0,3, tem-se que
Re = 272000. Segundo FOX e McDONALD (1998), para Re > 2300 aproximadamente,
0 regime de escoamento num tubo é turbulento. Portanto, o proprio escoamento de
gases pelo sistema é uma fonte sonora em potencial, a qual ndo é considerada pelo
modelo matematico apresentado neste trabalho.

Na secdo 2.1.6, foi dito que em um tubo reto a propagacdo sonora sera unidimensional

184.c,
TT.X,

desde que f < A1-M? . Para problemas com simetria axial, os modos
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circunferenciais ndo sdo propagados; logo, utilizando a TAB.A.1 do anexo A, esta

expresséo torna-se

f <3880 v 4.3)

Aplicando a EQ.(4.3) as camaras em estudo, obtém-se f< 3454Hz para M.=0 e
f < 3452Hz para M. =0,033333, onde M; é o nimero de Mach médio no interior da
camara. Observe que M. =0,033333 corresponde a M,=0,3. Estes valores
correspondem as menores frequéncias de corte do sistema, sendo que, para valores de
frequéncia superiores a estes, resultados obtidos por modelos unidimensionais ndo sio
confidveis, pois a hip6tese de propagacdo sonora unidimensional torna-se invalida.
Além disso, sabe-se que, mesmo para freqliéncias inferiores a menor freqliéncia de
corte, a existéncia de descontinuidades de é&rea provocam comportamentos
tridimensionais localizados que podem afetar o desempenho acustico do sistema,
principalmente em altas freqiiéncias; tais efeitos locais sdo avaliados neste trabalho

através do método dos elementos finitos.

4.2 Camara de Expansao Simples

O principal objetivo deste trabalho ¢é estudar a TL em camaras de expansdo. Entretanto,
a pressdo sonora também é avaliada, pois a analise desta auxilia no entendimento do
comportamento do sistema. Além disso, o programa computacional desenvolvido
calcula os valores da presséo sonora nos pontos de integracdo de Gauss, 0s quais podem
ser comparados com os resultados obtidos pelos modelos unidimensionais de tal forma
a identificar as regides do dominio em que os efeitos bidimensionais sdo mais

pronunciados.

Deve-se salientar que os valores absolutos da pressdo sonora apresentados neste

trabalho foram obtidos considerando que a amplitude da excitagdo acustica é

u2 =1 m/s para todas as freqiéncias; além disso, supds-se a excitagdo atuante em um
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tubo imediatamente anterior ao atenuador, o qual, por sua vez, esta conectado a um tubo
de saida com terminacdo anecoica. Desta forma, os valores da pressdo sonora assim
calculados nédo séo representativos de sistemas de exaustdo de motores; para tanto, seria
necessario considerar o sistema de exaustdo desde os pistdes até o tubo de saida de
gases para a atmosfera, 0 que ndo esta no escopo deste trabalho. Portanto, para os
objetivos atuais, apenas a distribuicdo da pressdo sonora ao longo da camara de
expansdo e a relacdo entre os valores calculados para diferentes situagbes séo de

interesse.

Neste trabalho, optou-se por avaliar em detalhes a pressdo sonora apenas neste topico,
posto que o principio basico de funcionamento dos atenuadores reativos pode ser
compreendido analisando as cadmaras de expansdo simples. Assim sendo, as demais
configuracdes de camaras estudadas ndo sdo submetidas a analises rigorosas da pressao

sonora, sendo enfatizada apenas a perda por transmissao.

4.2.1 Avaliacao da Pressédo Sonora
4.2.1.1 Meio estacionario

A FIG.4.1-a representa uma cdmara de expansdo simples. No capitulo dois, a utilizagéo
de um modelo unidimensional que desconsidera 0 escoamento resultou na Eq.(2.83), a
qual esta reproduzida a seguir:

2
TL =10.log 1+%.(m—%} sen’(k.L,) (4.4)

2
D
onde m= [—Cj e De = D;.
D

e

Analisando a Eq.(4.4), constata-se que a TL apresenta um valor minimo igual a zero

quando k.L, =q.7, e um valor maximo quando k.L, = (2q—1).%, onde gq=L2,...,.
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Aplicando essas relacbes a camara em estudo, cujo comprimento é L. =400 mm,
obtém-se os resultados exibidos na TAB.4.1. Note que todos os valores apresentados na

referida tabela so inferiores ao da menor freqiiéncia de corte, o qual é 3454 Hz.

As freqliéncias apresentadas na segunda coluna da TAB.4.1 correspondem aos oito
menores valores em que TL =0, de acordo com o modelo unidimensional na auséncia
de escoamento. Nesta condicdo, a poténcia sonora da onda incidente na camara iguala-
se a da onda transmitida para a terminacdo anecdica, ou seja, a onda incidente nao é
refletida; portanto, reportando-se a FIG.2.4, conclui-se que B3 =0 e A3 =A; = A. Como
a amplitude da velocidade acustica na entrada do sistema é u’ =1 m/s, utilizando a

Eq.(2.77) tem-se que A =408 Pa. Levando este resultado nas Egs.(2.76) e (2.80),

obtém-se ‘pg“ =‘p1A‘ =408Pa; logo, a amplitude da pressdo sonora é constante nos

tubos de entrada e saida da camara.

TABELA 4.1 — Freqliéncias em que ocorrem 0S oito primeiros valores minimos e

maximos de perda por transmiss&o.

q Freqliéncia [Hz] — TL minimo | Freqliéncia [Hz] — TL maximo
1 425 212,5
2 850 637,5
3 1275 1062,5
4 1700 1487,5
5 2125 1912,5
6 2550 23375
7 2975 2762,5
8 3400 31875

Os resultados obtidos analiticamente pelo modelo unidimensional e numericamente
(MEF) pelo modelo bidimensional s&o apresentados na FI1G.4.3 para as freqiiéncias de
425 Hz, 850 Hz e 1275 Hz; o efeito do escoamento ndo é considerado. Os “envelopes”
mostram a variacdo da amplitude da pressdo sonora com a posic¢do, sendo estes valores

calculados a partir do modelo unidimensional. Os graficos tipo “arco-iris”
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correspondem aos valores da amplitude da pressédo sonora obtidos pelo MEF, os quais

crescem na medida em que se afastam da cor violeta em direcéo a vermelha.

(Pa)
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Pressao sonora

f=425Hz = 42 =800 mm

D
o
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o
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LA
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o
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f=1275Hz = 4= 266,67 mm
FIGURA 4.3 - Distribuicdo da pressdo sonora em uma camara de expansao simples na

auséncia de escoamento; freqiiéncias correspondentes a baixos valores de TL.

Analisando a FIG.4.3, podem ser notadas algumas semelhancas e diferencas entre os
resultados unidimensionais e bidimensionais. A preponderancia de faixas verticais
paralelas e a evidente correlagcdo entre suas cores e 0s “envelopes” na regido da camara

indicam uma convergéncia entre os resultados obtidos pelos dois métodos. No entanto,
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a amplitude da pressdo sonora nas terminacdes calculada pelo MEF - a qual esta
indicada nas mesmas - difere da obtida pelo modelo unidimensional (408 Pa); além
disso, ha um pequeno desvio na verticalidade das faixas proximas as descontinuidades
de secdo e, exceto para f=425Hz, é nitido que a amplitude nos tubos de entrada
calculada pelo modelo bidimensional ndo € constante. Estas diferencas entre os
resultados obtidos pelos modelos bidimensional e unidimensional tornam-se maiores na

medida em que a freqiiéncia de excitacdo aumenta.

Face ao acima exposto, conclui-se que os efeitos bidimensionais proporcionados pelas
descontinuidades de se¢do fazem com que a onda incidente na camara sofra reflexao e
que se tenha TL = 0, contrariamente ao previsto pelo modelo unidimensional. De fato,
os valores de TL calculados pelo MEF para as freqiiéncias de 425 Hz, 850 Hz e 1275 Hz
sdo, respectivamente: 0,02 dB; 0,08 dB e 0,18 dB.

As frequéncias apresentadas na terceira coluna da TAB.4.1 correspondem aos oito
menores valores em que a TL é méaxima e igual a 13,17 dB, de acordo com o modelo
unidimensional na auséncia de escoamento. Os resultados obtidos analiticamente pelo
modelo unidimensional e numericamente (MEF) pelo modelo bidimensional séo
apresentados na FIG.4.4 para as freqliéncias de 637,5Hz e 1062,5 Hz. Note que 0s
gréficos tipo “arco-iris” ndo consideram os valores da amplitude da pressdo sonora nos
tubos de entrada da cdmara. Estes foram omitidos por serem muito maiores que aqueles
existentes no interior e no tubo de saida da camara; logo, sua apresentacéo prejudicaria
a clareza do gréfico, o qual tem como principal objetivo mostrar a coeréncia entre 0s

resultados analiticos e numéricos no interior da camara.

Assim como a FIG.4.3, a FIG.4.4 indica uma convergéncia entre os resultados obtidos
pelos dois métodos devido a preponderancia de faixas verticais paralelas e a evidente
correlacdo entre suas cores e os “envelopes” na regido da camara. Entretanto, a
amplitude da pressao sonora nas terminagdes calculada pelo MEF difere da obtida pelo
modelo unidimensional, sendo esta diferenca mais pronunciada na frequéncia mais

baixa (637,5Hz); também ha um desvio significativo na verticalidade das faixas



préximas a entrada da cadmara, o qual é nitidamente maior que aquele mostrado na
FIG.4.3.
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FIGURA 4.4 - Distribuicdo da pressdo sonora em uma camara de expansao simples na

auséncia de escoamento; freqliéncias correspondentes a altos valores de TL.

Com relagdo as camaras mostradas na FIG.4.4, os efeitos bidimensionais
proporcionados pelas descontinuidades de secdo fazem com que se tenha
TL # 13,17 dB, contrariamente ao previsto pelo modelo unidimensional. De fato, os
valores de TL calculados pelo MEF para as freqiéncias de 637,5 Hz e 1062,5 Hz séo,
respectivamente: 13,26 dB e 13,44 dB.

Note que os efeitos bidimensionais introduzem uma variagao desprezivel nos valores da
TL para as cAmaras apresentadas nas FI1Gs.4.3 e 4.4, embora a pressdo sonora nos tubos
de saida seja significativamente afetada.
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A FIG.4.5 ilustra a distribuicdo da amplitude da presséo sonora para alguns valores altos
de frequiéncia, ou seja, proximos a menor freqiiéncia de corte da camara, a qual € igual a
3454 Hz (ver item 4.1).

f=3187,5Hz = 1 =106,67 mm

4440 Pa

f=3454 Hz = A= 98,44 mm

L —
f=3600 Hz = 4 =94,44 mm
FIGURA 4.5 — Distribuicdo da pressdo sonora em uma camara de expansao simples na

auséncia de escoamento; freqiiéncias altas.

Para a freqiéncia de 3187,5 Hz, optou-se por representar as curvas de pressao constante
no gréfico a fim de evidenciar os efeitos bidimensionais atuantes na entrada da camara.
Em 3454 Hz, ocorre a propagacao do primeiro modo radial e 0 modelo unidimensional
torna-se totalmente inadequado. A TAB.4.2 apresenta os valores da TL e da amplitude
da pressdo sonora no tubo de saida obtidos pelos modelos unidimensionais e

bidimensionais.

TABELA 4.2 — Perda por transmissdao e amplitude da pressdo sonora no tubo de saida

calculadas pelos modelos unidimensionais e bidimensionais.

o Perda por transmissdo (dB) | Amplitude da pressao sonora (Pa)
Frequéncia (Hz)

1-D 2-D 1-D 2-D
3187,5 13,17 20,16 54,52 20,7
3454,0 6,00 16,28 110,03 4440
3600,0 13,14 0,94 53,21 471
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Os resultados mostrados na TAB.4.2 comprovam a ineficaicia do modelo
unidimensional quando a freqiiéncia esta proxima ao valor da minima freqténcia de

corte.

4.2.1.2 Meio ndo estacionario

Agora, ¢é considerada a existéncia de um escoamento cuja velocidade no tubo de entrada
da camara é 102 m/s (M, =0,3). A FIG.4.6 mostra a distribuicdo do potencial ¢ no

sistema calculada pelo MEF.

an

1]
1] A0 100 150 00 250 200 350 400 450 500 550 a0 G50 Ton

FIGURA 4.6 — Distribuicdo de ¢~ em uma camara de expanséo simples na presenca de

um escoamento em que M. = 0,3.

Conforme pode ser observado na FIG.4.6, as linhas de potencial constante sdo
preponderantemente verticais e paralelas, indicando que a hipotese de escoamento
unidimensional é plausivel. Note que hd um desvio neste comportamento apenas nas

proximidades das descontinuidades de secéo.

No que se refere & amplitude da pressdo sonora, os resultados obtidos numericamente
pelo modelo bidimensional séo apresentados na FIG.4.7 para as freqiiéncias de 3600 Hz
e 850Hz. Para esta Ultima, também sdo apresentados os resultados obtidos

analiticamente pelo modelo unidimensional isoentropico.
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FIGURA 4.7 - Distribuicdo da pressdo sonora em uma camara de expansdo simples na

presenca de um escoamento em que M, =0,3.

Para f=850Hz, a FIG.4.7 mostra que os valores da amplitude da pressdo sonora

obtidos pelos modelos unidimensional e bidimensional s&o significativamente distintos.

Comparando as FIGs.4.3 e 4.7 na frequéncia de 850 Hz, observa-se que a presenga de
escoamento potencializa os efeitos bidimensionais existentes nas descontinuidades de
secdo. Para f=3600Hz, as FIGs.4.5 e 4.7 mostram que 0 escoamento altera

drasticamente o valor da amplitude da pressdo sonora no tubo de saida.

4.2.2 Avaliacéo da Perda por Transmissédo

Considerando o0 escoamento e a propagacdo sonora como sendo unidimensionais,
existem expressdes analiticas que permitem calcular a perda por transmissdo na camara
(ver secdo 2.2.3). Dois modelos analiticos sdo utilizados neste trabalho, os quais
diferem com relacdo ao tratamento das descontinuidades de secdo, porém se igualam

quando ndo ha escoamento no sistema, ou seja, quando M. = 0:
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1. Expansdo e contracdo isoentropicas;

2. Expansdo irreversivel e contracdo isoentropica.

Assumindo que a expansdo e a contragdo sdo processos isoentrépicos, a TL pode ser
calculada pela EQ.(2.82). Este modelo foi utilizado para a obtencdo da curva

apresentada em vermelho na FIG.4.8.

Entretanto, uma expansdo subita ndo é adequadamente representada como sendo um
processo reversivel. A irreversibilidade associada a uma expansdo subita foi abordada
por ALFREDSON e DAVIES (1971), os quais se valeram de alternativas simples para
contornar o problema; uma delas consiste em utilizar a equagdo de continuidade de
massa para 0 caso isoentrépico em conjunto com uma equagdo de continuidade de
pressdo para a modelagem de expansdes subitas (ver secdo 2.2.2). Utilizando este

método, chegou-se a curva tracejada apresentada na FIG.4.8.

A FIG.4.8 mostra os resultados obtidos para M. = 0 e M, = 0,033333.
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FIGURA 4.8 — Comparagdo entre os valores da TL para uma cadmara de expansédo

simples calculados por técnicas analiticas aplicadas a modelos unidimensionais.



84

A FIG.4.8 mostra que a presenca de escoamento na camara ndo afeta a perda por
transmissdo quando se assume que a expansdo € isoentrépica; porém, se a
irreversibilidade do processo de expansdo € considerada, a TL é sensivelmente
aumentada.

Para a obtencdo dos resultados mostrados na FIG.4.8, um importante fator ndo foi
considerado, a saber, a existéncia de padrdes sonoros tridimensionais. Estes serdo

avaliados através do método dos elementos finitos.

Uma vez que a formulacdo numérica pelo MEF foi realizada considerando processos
adiabaticos e reversiveis (isoentropicos), os resultados obtidos pelo MEF sdo
comparados com aqueles oriundos da formulagdo unidimensional isoentrdpica,
conforme mostra a FIG.4.9; ou seja, 0 incremento nos valores da TL proporcionado pela
irreversibilidade do processo de expansdo ndo é capturado pelo modelo numérico
desenvolvido neste trabalho.
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FIGURA 4.9 — Comparacdo entre os valores da TL para uma camara de expansdo

simples calculados pelo modelo unidimensional isoentropico e pelo MEF.

Conforme o esperado, a diferenca entre os resultados obtidos pelo modelo numérico

bidimensional e pelo modelo analitico unidimensional tornam-se maiores na medida em
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que a freqliéncia de excitacdo aumenta; sendo que, quando a freqliéncia ultrapassa a
menor freqliéncia de corte do sistema [aproximadamente 3450Hz, ver Eq.(4.3)], ha uma
quebra nos padrdes de domos repetitivos e uma reducao brusca no desempenho acustico

do sistema devido a propagacao de modos radiais.

Para freqiéncias inferiores a de corte, a existéncia de padrdes bidimensionais
localizados nas proximidades das descontinuidades atuam positivamente no que se
refere a0 desempenho acustico da cdmara, conforme pode ser observado na FIG.4.9.
Entretanto, comparando a curva em vermelho com a tracejada, nota-se que a TL nao é

afetada pela presenca de escoamento.

O numero de domos existentes para frequéncias inferiores a de corte é dado pela
seguinte relacdo (SELAMET e RADAVICH, 1997):

numero de domos < 2,440.% (4.5)

c

Aplicando a Eq.(4.5) ao problema em estudo, obtém-se que o nimero de domos é
inferior a 8,133. Observando a FIG.4.9, constata-se que 0 nimero de domos completos
existentes antes da ruptura do padrdo é oito; portanto, os resultados mais uma vez

mostram-se consistentes com as informacdes disponiveis na literatura.

4.3 Camara de Expansdo com Extremidades Estendidas

A FIG.4.1-b representa uma camara de expansdo com extremidades estendidas.
Assumindo que a propagacdo sonora é unidimensional e considerando que ndo ha
escoamento pelo sistema, a perda por transmissdo na camara € dada pela seguinte
equacdo (SELAMET e JI, 1999):
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L= 2000g{ - [m-+1)+ i(m-1)an(ld Jim+2)+ fim-2an(iL, e -

}

(4.6)
+ (m _1)2 [l_ J tan(kl-ee )]'[1_ J tan(kl-se )1e7jk(LC7Lee7Lse)

2
D
onde m= [—Cj e De = D;.
D

e

O sistema analisado nesta secdo apresenta Le =Ls =60mm, sendo as demais
dimensdes iguais as utilizadas no topico anterior. Entretanto, SELAMET e JI (1999)
mostraram que, ao se lidar com modelos unidimensionais, a aplicacdo de corre¢fes nos
valores de L € Lge cOnduzem a melhores resultados. Estes autores utilizaram a correcao
AL proposta por MUNJAL (1987) para tubos cuja extremidade aberta esta inserida em

um grande volume, a qual esta representada a seguir:
AL =0,6.r, 4.7

Como, para o sistema em estudo, o diametro das extremidades é De = Ds = 40mm,
aplicando a correcdo expressa na EQ.(4.7) obtém-se o seguinte valor para o
comprimento corrigido das extremidades estendidas: L’ee = L’ = 72mm.

A FIG.4.10 apresenta os valores da TL obtidos pela Eq.(4.6) com e sem correcdo das
extremidade estendidas, bem como os resultados apresentados pelo MEF para M. = 0,0
e M. =0,3.
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FIGURA 4.10 — Comparacdo entre os valores da TL para uma camara de expansdo com

extremidades estendidas calculados pelos modelos unidimensional e bidimensional.

A TL em camaras de expansdo com extremidades estendidas exibe um comportamento
resultante da superposicdo de domos e picos de atenuacdo sonora. Para frequéncias
inferiores a de corte (aproximadamente 3450Hz), o nimero de domos é igual ao
apresentado por camaras de expansdo simples. Os picos de atenuacdo sdo devidos as
extremidades estendidas.

Examinando a FIG.4.10, observa-se que hd uma discrepancia entre os resultados
numéricos bidimensionais e aqueles obtidos pelo modelo analitico unidimensional sem
correcOes. Entretanto, a aplicacdo de corre¢cbes nos comprimentos das extremidades
estendidas promove uma aproximacdo consideravel entre os resultados analiticos e 0s
numéricos na faixa de frequéncia em que a hipdtese de propagacdo sonora
unidimensional é valida. Assim como nas camaras simples, os resultados
bidimensionais demonstram que h& uma quebra nos padrées de domos repetitivos
quando a propagacao de modos radiais tem inicio, ou seja, quando a fregiiéncia é maior
que a freqiéncia de corte. Note ainda que a presenca de escoamento ndo afeta o

desempenho acustico do sistema considerado.
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A FIG.4.11 ilustra a distribuicdo da amplitude da pressdo sonora na auséncia de

escoamento em algumas frequéncias.

f=2550 Hz = 2 =133,33 mm

f=3600 Hz = 4 =94,44 mm
FIGURA 4.11 - Distribuicdo da pressdo sonora em uma camara de expansao com

extremidades estendidas na auséncia de escoamento.

A FIG.4.12 mostra a distribuicdo do potencial ¢~ no sistema calculada pelo MEF para
um escoamento cuja velocidade no tubo de entrada é 102 m/s, a qual corresponde a

M. =0,3.

60—

40—

a0
JHIIT

0 a0 100 150 200 250 00 350 400 450 A00 550 aon 6a0 gutl

FIGURA 4.12 — Distribuicdo de ¢~ em uma camara de expansdo com extremidades

estendidas na presenca de um escoamento em que M, = 0,3.

A FIG.4.13 ilustra a amplitude da presséo sonora para f = 2550 Hz e M = 0,3.
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LB |

FIGURA 4.13 — Distribuicdo da pressdo sonora em uma camara de expansao com

374 Pa

extremidades estendidas na presenca de um escoamento em que M. = 0,3; f = 2550 Hz.

Comparando as FIGs.4.11 e 4.13, nota-se que, embora o escoamento ndo influa na TL, a
amplitude da pressdo sonora no tubo de saida pode ser significativamente afetada.

4.4 Camara de Expanséo Dupla

A FIG.4.1-c representa uma camara de expansdo dupla. MUNJAL (1987), utilizando
modelos unidimensionais, concluiu que tal sistema apresenta um desempenho acustico
superior ao das camaras simples, o qual foi tratado na secéo 4.2. Este fato é constatado a

seguir.

O sistema analisado nesta secdo apresenta D;=40mm, sendo as demais dimensdes
iguais as utilizadas na secdo 4.2. A FIG.4.14 apresenta os valores da TL obtidos pelo
MEF para M. =0,0 e M =0,3. Para fins comparativos, o grafico ainda mostra os

resultados para uma camara de expansdo simples.
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FIGURA 4.14 — Comparacao entre os valores da TL obtidos pelo MEF para uma cdmara

de expanséo dupla e uma camara de expanséo simples.

Assim como em camaras de expansdo simples, a TL em camaras duplas exibe um
comportamento de domos repetitivos, conforme pode ser observado na FIG.4.14.
Entretanto, os pares de domos aproximadamente iguais das camaras simples sdo aqui
substituidos por pares desiguais, sendo o primeiro domo de cada par menor em
amplitude e em faixa de freqiiéncia que o segundo domo. Na medida em que a
freqliéncia aumenta, o primeiro domo de cada par tende a desaparecer, enquanto que a
amplitude e a faixa de freqiéncia do segundo tornam-se maiores, proporcionando um
desempenho acustico superior ao das camaras simples. Este comportamento foi descrito
por SELAMET et al. (2003), os quais utilizaram técnicas analiticas e numéricas em seus
estudos, porém o efeito do escoamento ndo foi considerado; de qualquer forma, a

FI1G.4.14 mostra que tal efeito ndo influencia a TL.

Para frequiéncias inferiores a de corte (aproximadamente 3450Hz), o nimero de domos
é igual ao apresentado por camaras de expansdo simples. Igualmente, os resultados
demonstram que ha uma quebra nos padrdes de domos repetitivos quando a propagacao
de modos radiais tem inicio, ou seja, quando a frequéncia é maior que a freqliéncia de

corte.



A FIG.4.15 ilustra a distribuicdo da amplitude da pressdo sonora na auséncia de

escoamento em algumas frequéncias.

315 Pa

f=850Hz = A =400 m

f=3600 Hz = 4 =94,44 mm
FIGURA 4.15 — Distribuicdo da pressdo sonora em uma camara de expansdo dupla na

auséncia de escoamento.

A F1G.4.16 mostra a distribuicdo do potencial ¢~ no sistema calculada pelo MEF para
um escoamento cuja velocidade no tubo de entrada ¢ 102 m/s, a qual corresponde a

Me =0,3.
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FIGURA 4.16 — Distribuicdo de ¢” em uma camara de dupla na presenca de um

escoamento em que M. = 0,3.

A FIG.4.17 ilustra a distribuicdo da amplitude da pressdo sonora na presenca de um

escoamento em que M. = 0,3.
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f=3600 Hz
FIGURA 4.17 - Distribuicédo da pressédo sonora em uma camara de expansdo dupla na

presenca de um escoamento em que M, =0,3.

Comparando as FIGs.4.15 e 4.17, nota-se que, embora o escoamento ndo influa na TL, a

amplitude da pressdo sonora no tubo de saida pode ser significativamente afetada.

4.5 Camara de Expansdo Dupla com Extremidades Estendidas e Tubo
Central

A FI1G.4.1-d representa uma camara de expansao dupla com extremidades estendidas e
tubo central. SELAMET et al. (2003) estudaram detalhadamente tal configuracdo
utilizando uma técnica analitica bidimensional, o MEF e analises experimentais; porém,

o efeito do escoamento nao foi considerado.

O sistema analisado nesta secdo apresenta L. =80mm, sendo as demais dimensdes
iguais as utilizadas nas secOes 4.2, 4.3 e 4.4. A FIG.4.18 apresenta os valores da TL
obtidos pelo MEF para M. =0,0 e M, =0,3. Para fins comparativos, o grafico ainda

mostra os resultados para uma camara de expansédo simples.
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FIGURA 4.18 — Comparacéo entre os valores da TL obtidos pelo MEF para uma camara
de expansdo dupla com extremidades estendidas e tubo central e uma camara de

expansdo simples.

A FIG.4.18 mostra que um escoamento em que M. = 0,3 altera a perda por transmissao
do sistema em determinadas faixas de freqiiéncia. Também pode-se observar que a
insercdo de tubos e chapas no interior da camara eleva significativamente os valores da

TL em praticamente todas as freqiéncias consideradas.

f = 2550 Hz
FIGURA 4.19 - Distribuicdo da pressdo sonora em uma camara de expansdo dupla com

extremidades estendidas e tubo central na auséncia de escoamento.
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A FIG.4.19 ilustra a distribuicdo da amplitude da pressdo sonora na auséncia de

escoamento em algumas frequéncias.

A F1G.4.20 mostra a distribuicdo do potencial ¢~ no sistema calculada pelo MEF para

um escoamento cuja velocidade no tubo de entrada ¢ 102 m/s, a qual corresponde a
M. =0,3.

a in 100 150 200 250 300 350 400 450 ann 550 600 650 Ton

FIGURA 4.20 — Distribuicdo de ¢~ em uma camara de dupla com extremidades

estendidas e tubo central na presenca de um escoamento em que M. = 0,3.

A FI1G.4.21 ilustra a distribuicdo da amplitude da pressdo sonora na presenca de um

escoamento em que M. = 0,3.

f=2850 Hz

f=2550 Hz
FIGURA 4.21 - Distribuicdo da pressdo sonora em uma camara de expansdo dupla com

extremidades estendidas e tubo central na presenca de um escoamento em que M, = 0,3.

Comparando as FIGs.4.19 e 4.21, nota-se que, embora para as freqliéncias consideradas
o0 escoamento ndo influa na TL, a amplitude da press@o sonora no tubo de saida pode ser
significativamente afetada.
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4.6 Comparacao entre as Configuracoes de Camaras de Expansao
Estudadas

A FI1G.4.22 apresenta uma comparacdo entre os valores da TL calculados pelo MEF
para as diferentes configuracdes de camaras de expansdo estudadas. Estes resultados
correspondem a uma situacdo em que a velocidade do escoamento é tal que M. = 0,3.
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FIGURA 4.22 — Comparacdo entre os valores da TL obtidos pelo MEF para diversas

configuracdes de camaras de expansao na presencga de um escoamento em que M, = 0,3.

A FIG.4.22 mostra que a camara de expansdo simples é a que apresenta o pior
desempenho acustico dentre as configuracdes consideradas. Pode-se observar que a
insercdo de extremidades estendidas faz com que a TL aumente significativamente nas
freqiiéncias compreendidas entre 800 Hz e 1700 Hz aproximadamente. A camara dupla,
por sua vez, apresenta um desempenho superior ao da camara simples em uma gama
maior de freqiiéncias; comparando-a com a cAmara com extremidades estendidas, nota-

se que determinar qual delas é mais adequada depende da freqiiéncia de interesse.

Para baixas e médias fregiiéncias, os valores da TL apresentados pela camara dupla com
tubos internos sdo maiores que os obtidos para as demais configuracdes. Entretanto,

para altas frequéncias, o desempenho da camara dupla sem tubos internos é superior.
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CONCLUSOES

Neste trabalho, foi apresentado um modelo matematico tridimensional para a anélise da
propagacdo sonora no dominio da freqiiéncia considerando a presenca de escoamentos
irrotacionais de gases. Devido a ndo disponibilidade de técnicas analiticas de solucdo,
utilizou-se uma técnica numérica baseada no método dos elementos finitos (MEF),
sendo a mesma valida para problemas com simetria axial, os quais permitem a
utilizacdo de elementos finitos bidimensionais. Para a realizacdo dos calculos, foi

desenvolvido um programa computacional em linguagem C.

A fim de estudar o comportamento acustico de sistemas reativos de controle de ruido, 0s
valores da perda por transmissdo (TL) nas seguintes configuracdes geométricas de

camaras de expansdo foram avaliados:

Camara de expansdo simples;
Cémara de expansao com extremidades estendidas;

Cémara de expansao dupla;

> w0 Do

Camara de expansao dupla com tubos internos.
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Todas as configuragbes acima citadas foram simuladas numericamente em duas
situacOes: Me = 0,0 e M, = 0,3. Para as camaras simples e com extremidades estendidas,
também foram apresentados resultados obtidos pela aplicacdo de técnicas analiticas a
modelos matematicos unidimensionais. Estes ultimos sdo validos apenas para valores de
frequéncia inferiores a menor freqliéncia de corte da camara, pois, acima deste valor,
ocorre a propagacdo de modos acusticos radiais, o0 que torna os resultados

unidimensionais e bidimensionais discrepantes.

Para a analise unidimensional da camara de expansdao simples, dois modelos
matematicos distintos foram utilizados, os quais diferem com relacéo ao tratamento das
descontinuidades de secdo existentes na entrada (expansdo) e na saida (contracdo) da
camara. Porém, estes modelos se igualam quando ndo h& escoamento no sistema, ou

seja, quando M. = 0; sdo eles:

3. Expansdo e contracdo isoentropicas;

4. Expansdo irreversivel e contracdo isoentropica.

A avaliacdo da camara simples através do modelo unidimensional com expanséao
isoentrépica demonstrou que a presenca de um escoamento em que M. = 0,3 ndo afeta
os valores da TL apresentados pelo sistema. Entretanto, sabe-se que o fluxo através de
uma expansdo subita ndo é adequadamente representado como sendo um processo
reversivel (ALFREDSON e DAVIES, 1971). Assim, utilizando o modelo que considera
a irreversibilidade do processo de expansdo, a TL é ligeiramente aumentada pela
presenca de um escoamento em que M. = 0,3.

Ainda com relacdo a cdmara de expansao simples, a diferenca entre os valores da TL
obtidos pelo modelo numérico bidimensional e pelo modelo analitico unidimensional
isoentrépico tornam-se maiores na medida em que a frequéncia de excitagdo aumenta;
sendo que, quando a freqiiéncia ultrapassa a menor freqiiéncia de corte do sistema, ha
uma reducdo brusca no desempenho acustico da cdmara. Para frequéncias inferiores a

de corte, a existéncia de padrdes bidimensionais localizados nas proximidades das
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descontinuidades € a responsavel pela diferenca entre os resultados analiticos e

numericos.

Para M. =0,0, a TL em cémaras de expansdo com extremidades estendidas exibe um
comportamento resultante da superposicdo de domos e picos de atenuacdo sonora. Para
freqliéncias inferiores a de corte, 0 nimero de domos € igual ao apresentado por
camaras de expansdo simples, sendo os picos de atenuacdo devidos as extremidades
estendidas. Ha uma discrepéncia entre os resultados numéricos bidimensionais e aqueles
obtidos pelo modelo analitico unidimensional. Entretanto, a aplicacdo das correcdes
propostas por MUNJAL (1987) nos comprimentos das extremidades estendidas
promove uma aproximacgdo consideravel entre os resultados analiticos e numéricos na
faixa de frequéncia em que a hipotese de propagacdo sonora unidimensional é vélida.
Assim como nas camaras simples, os resultados bidimensionais demonstram que ha
uma reducdo brusca no desempenho acustico quando a propagacdo de modos radiais

tem inicio, ou seja, quando a freqiéncia € maior que a frequéncia de corte.

A comparacdo entre os resultados obtidos a partir dos modelos unidimensional e
bidimensional na auséncia de escoamento leva a concluir que, mesmo para frequéncias
inferiores a de corte, existem padrdes sonoros bidimensionais localizados nas
proximidades das descontinuidades geométricas, os quais podem causar diferencas
significativas entre os valores da TL calculados pelos referidos modelos; tais padrdes
bidimensionais sdo evidenciados quando se observa a distribuicdo da pressdo sonora na
camara. No entanto, este fato ndo invalida as anélises unidimensionais, apenas alerta

quanto as restri¢des inerentes a tais modelos.

No que se refere aos efeitos do escoamento sobre o comportamento acustico, dentre as
configuracdes de camaras de expansdo analisadas, apenas na camara dupla com tubos
internos a presenca de escoamento provocou alteracGes significativas nos valores da TL
calculados numericamente, sugerindo que configuracfes geométricas mais complicadas
tendem a ser mais sensiveis ao escoamento. Entretanto, deve-se salientar que o modelo

matematico tridimensional utilizado para a formulagcdo numérica ¢é valido apenas para
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processos isoentrdpicos; logo, os efeitos da irreversibilidade do processo de expansdo

sobre a TL ndo foram capturados pelas analises numéricas realizadas neste trabalho.

Embora a presenga de escoamentos irrotacionais ndo tenha se mostrado determinante
para o calculo da TL, a pressdo sonora na saida de todas as camaras estudadas neste
trabalho é significativamente alterada pelo escoamento, 0 que, consequentemente,
modifica a poténcia sonora. Entretanto, as avaliagdes realizadas se referiram apenas ao
comportamento acustico dos atenuadores de ruido, sendo desconsiderada a interacéo
destes com os demais componentes dos sistemas de exaustdo de motores. Assim, 0sS
valores da pressdo sonora apresentados no presente estudo ndo correspondem aos

existentes em sistemas reais de exaustao.

Comparando os valores da TL obtidos pelo MEF, observa-se que a camara de expansédo
simples ¢ a que apresenta o pior desempenho acustico dentre as configuracdes
consideradas, podendo este ser melhorado atraves da insercdo de placas e tubos no
interior da cdmara. Entretanto, ao se projetar um atenuador de ruido para o sistema de
exaustdo de um motor, deve-se considerar a perda de pressdo que este acessorio
introduzira no sistema, a qual influi diretamente na poténcia do motor e tende a
aumentar na medida em que geometria do atenuador torna-se mais complexa. Posto que
quanto maior a perda de pressao, menor a poténcia do motor, o projeto do sistema de

controle de ruido deve buscar o equilibrio entre atenuacao sonora e perda de pressao.

Como orientacdo para trabalhos futuros, sugere-se que os sistemas de exaustdo sejam
avaliados considerando a perda de pressdo e a interagdo entre seus diversos
componentes, de forma a possibilitar o calculo da poténcia sonora e da perda por
insercdo, posto ser esta Ultima o parametro que realmente descreve o desempenho
acustico de um atenuador de ruido em um determinado sistema. Além disso, devem ser
pesquisadas novas técnicas de solucdo que viabilizem andlises tridimensionais e sejam
capazes de avaliar processos termodinamicos irreversiveis e escoamentos turbulentos,
visando determinar sua participacdo na geracdo de ruido em sistemas para exaustdo de
gases de motores. Neste sentido, os trabalho de DAVIES e HOLLAND (2001),
SKORDOS (1995) e OLDHAM e WADDINGTON (2001) podem ser utilizados como
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referéncia. Por fim, recomenda-se a realizacdo de ensaios com o intuito de validar
experimentalmente os modelos teodricos, podendo ser consultados os trabalhos de
HOLLAND e DAVIES (2000) e MUNJAL e DOIGE (1990).
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ANEXO A

Propagacéo de Ondas Sonoras em Dutos de Se¢do Circular na

Auséncia de Escoamento

Quando a velocidade do escoamento é nula (GF =0), a equagdo de onda ¢ dada pela

Eq.(2.41), a qual esta reproduzida a seguir:

1 92p”
vippi-—2F _9 Al
p o (A1)

Neste anexo, € desenvolvida uma solucdo analitica da Eq.(A.1) para dutos retos de
secdo transversal circular constante. Esta solucdo é obtida para uma excitacdo acustica
harménica, ou seja, a variacdo temporal da pressdo sonora é senoidal. Como a Eq.(A.1)
é linear e grande parte das fungdes periodicas de interesse podem ser representadas por
um somatério de funcdes seno e co-seno (série de Fourier'®), a excitacdo pode ser
decomposta em parcelas harmonicas, cuja solucdo serd desenvolvida nesta secdo, e 0s
resultados para cada frequéncia somados, o que resultara na solucao analitica referente a
excitacdo original. Desta forma, o desenvolvimento de uma solucdo para excitagdes

harménicas € justificado.

Para solucionar a Eq.(A.1), sera utilizado o método da separacdo de variaveis. Assim,

assume-se que
p? =R(r).00).2(z)e'" (A.2)

onde R(r) é uma fungéo na variavel r, &6) é uma funcdo na variavel e Z(z) é uma

funcdo na variavel z.

16 para maiores detalhes a respeito das limitacdes da representacio de uma funcéo periédica por uma série
de Fourier, ver , por exemplo, BOYCE e DiPRIMA (1998).
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Substituindo a Eq.(A.2) na Eq.(A.1), chega-se a

1 o|2R(r)+ 1 dR(r)+ 1 d2®(¢9)+ 1 d’Z(2)

_ _ . : +k?=0 (A.3)
R(r) dr? R(r)r dr ©@).r* do*> Z(z) dz?

Para que a soma das parcelas da Eq.(A.3) seja nula, é necessario que o termo na variavel

z desta equacao seja uma constante. Portanto,

2
_1 472 e (A4)
Z(z) dz?
Resolvendo a Eq.(A.4), obtém-se
Z(z)=Ae" + A (A.5)

onde A; e A, sd0 constantes.

Levando a Eq.(A.4) na (A.3), esta pode ser rescrita da seguinte forma:

r dZR(r)+ r dR(r)+ 1 d?*0e®)

: : : —r?k?+r?k*=0 (A.6)
R(r)” dr? R(r) dr ©@®) do?

Da Eq.(A.6), pode-se concluir que

L de0) (A7)
0B) do’ '

A solucéo da Eq.(A.7) é dada por

Q@) =AM +A e (A.8)

onde Az e A4 sdo constantes.
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Considerando que €™ = cos(mé) + j.sen(mé) e O(MH) = O(MG+m2i), sendo que i é

um numero inteiro, conclui-se que m =0,1,2,3,...

Isto posto, a Eq.(A.6) pode ser rescrita da seguinte forma:

d?R(r) 1 dR(r) , m?
+=. +R(r)|k:——1=0 A.9
dr> r dr (D& r? (A9)
onde,
k?=k*-k? (A.10)
Fazendo s = k..r, a Eq.(A.9) torna-se
2 2
d R§S)+1.dR(S)+R(s). 1-0 =0 (A.11)
ds s ds S

A Eqg.(A.11) é uma equacdo de Bessel de ordem m, cuja solucdo geral é dada por
(LEBEDEV, 1965)

R(s)=C,.J,(s)+C,.N_(s) (A.12a)
ou
R(r)=C,.J,(k,.r)+C,.N_(k,.r) (A.12b)

onde Jy, é a funcdo de Bessel de primeira espécie de ordem m, Ny, é a funcdo de Bessel

de segunda espécie de ordem m, C; e C, sdo constantes.

As funcbes de Bessel sdo dadas por (LEBEDEV, 1965)

3 (k.r)= g{klir_nli T (kzrj ] (A.13)
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7 k=0

o 2k+m
ey { (D" [kf'rj vk +1)+1//(k+m+1)]}
T 2

m-1 2k-m
N, (k,.r) =£.Jm (kr.r)_ln(%J _%_z{(m —r! —1)!.(kr2.rJ }_

(A.14)

kL(m+k)!

onde y(n+1)=-y+1+ % +ot L , w()=—y e y=0,5772156 € a constante de Euler.
n

Pela Eq.(A.14), pode-se observar que na posi¢do r = 0 (centro do tubo), N, = -co. Como
a pressao sonora deve apresentar valores finitos, conclui-se que a constante C, contida

nas Egs.(A.12) é nula.

Assumindo que as paredes do tubo sdo perfeitamente rigidas, tem-se que a componente
radial do vetor velocidade na superficie interna do tubo deve ser nula.
Consequentemente, a variacdo da pressdo em uma direcdo normal & parede do tubo é

nula. Portanto, a seguinte condi¢é@o de contorno deve ser satisfeita:

oph
or

=0,emr=rp (A.15)

onde ry € 0 raio interno do tubo.

Levando a condicdo de contorno expressa pela Eq.(A.15) nas Egs.(A.2) e (A.12b),
chega-se a seguinte concluséo:

dJ , (K, -Fo)
dr

=0 (A.16)

Assim, k; assume apenas valores discretos que satisfazem esta equacéo.

Denotando o valor de k; correspondente a (n+1)-ésima raiz da Eq.(A.16) como K mn, €
levando as Egs.(A.5), (A.8) e (A.12b) na Eq.(A.2), chega-se a seguinte expressao:
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ph=33 b4, (A.17)
onde,

pA =3, (K .r).(CLmn e tem? 1 C, .eij'm“Z)(Cgvmn e m 4 e"mg)e"“’t (A.18)

Cimny C2mn € C3mn S80 constantes dependentes de m e de n, as quais séo determinadas
pelas condigdes de contorno do problema.

Os valores de krmn.Io que satisfazem a Eq.(A.16) sdo dados na TAB.A.1.

TABELA A.1 - Pontos de inflexdo de J, (KINSLER et al., 1982).

o n 1o 1 2 3 4

0 0 3,83 |7,02 |10,17 (13,32
1 1,84 (533 |854 (11,71 |14,86
2 3,05 |6,71 |9,97 |13,17 |16,35
3 4,20 (8,02 [11,35|14,59 |[17,79
4 5,32 19,28 12,68 (15,96 [19,20
5 6,41 |10,5213,99|17,31 |20,58

A Eq.(A.17) expressa a pressdo sonora em funcdo da posicdo e do tempo. Cada par de
valores m e n corresponde a um modo de oscilacdo, sendo que m indica 0 modo como a
pressdo sonora varia com o angulo 6, e n indica 0 modo como a pressdo sonora varia na
direcdo radial r. Dependendo da freqiiéncia de excitacdo, cada um destes modos
expressos por (m,n) poderéd ou ndo ser propagado.



