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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é mostrar a existéncia dos complexos
de Eilenberg-MacLane, ou K (G, n)-espagos (como sdo comumente chamados),
para G' um grupo arbitrdrio se n = 1, e G abeliano, se n > 2. Esses espagos
desempenham um papel muito importante na Topologia Algébrica, principal-

mente na conexao entre homotopia e (co)homologia

Palavras chave: Grupos de Homotopia, CW-Complexos, Aproximagao

Celular, Espacos de Eilenberg-MacLane.



Abstract

The main purpose of this work is to show the existence of the Eilenberg-
Maclane s complexes, or K (G, n)-spaces (as they are usually called), for an
arbitrary group G if n = 1, and G abelian, if n > 2. Such spaces play a
very important role in Algebraic Topology, mainly in the connection between

homotopy and (co)homology.

Key words: Homotopy Groups, CW-Complexes, Cellular Approximation,
Eilenberg-MacLane Spaces.



Introducao

Dado um espacgo topoldgico X podemos associar a ele uma familia de
grupos “m;j(X)”, j =1, denominados grupos de homotopia. Se G é um grupo
e n é um inteiro, n > 1, um espago topoldgico conexo X ¢é dito um espaco
Filenberg-MacLane do tipo (G,n) ou um K(G,n)-espago, ou ainda um espago
FEilenberg-MacLane K (G, n), se m;(X) =0, Vj # n e m,(X) ~ G. Tais espagos
desempenham um papel muito importante na Topologia Algébrica principal-
mente na conexao entre homotopia e (co)homologia. O nome ¢é devido a Samuel
Eilenberg e Saunders MacLane, mas o caso n = 1 foi estudado por Hurewicz.
A existéncia de um espago K(G,n), n > 1, s6 faz sentido para G abeliano, uma
vez que os espacos K (G, n) sdo definidos em fungao dos grupos de homotopia
“mo(X)” e esses sao abelianos se n > 1. Uma importante propriedade dos
espagos K (G,n) é que, para um grupo G e Y um CW-complexo, existe uma
bijecao entre [Y, K(G,n)| (o conjunto das classes de homotopia de aplicagoes
de Y em K(G,n), com pontos base) e H"(Y, G), o grupo de cohomologia de Y
com coeficientes em G. Os K (G, 1) - espacos, em particular, sdo muito tteis na
teoria dos grupos. Tais espacos estabelecem uma relacao entre a cohomologia
de grupos e a de espagos uma vez que, para cada k, o grupo de cohomologia
de um grupo G com coeficientes em um ZG-médulo M, H*(G, M), é isomorfo
a H*(X,M), onde X é um K(G,1) e M é um sistema de coeficientes locais
sobre X associado ao ZG-mddulo M.

O objetivo principal deste trabalho é mostrar a existéncia dos espacos de
Eilenberg-MacLane, ou K (G, n)-espagos, para G um grupo arbitrario se n = 1,
e GG abeliano, se n > 2. Para tanto faz-se necesséario o estudo de vérios concei-
tos e resultados. Dentre os conceitos destacamos, por exemplo, os de grupos
de homotopia de ordem superior (caso absoluto e relativo), CW-complexos e
aplicagao celular, e dentre os resultados, o de Aproximagao Celular para Pares

e a Torre de Postnikov. Ressaltamos que o calculo do grupo fundamental do
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bouquet de circulos, e mais geralmente do n-ésimo grupo de homotopia do
bouquet de n-esferas, desempenham um papel importante no desenvolvimento
do trabalho.

As principais referéncias bibliogréficas sao [5] e [7].

No Capitulo 1, apresentamos um estudo sobre grupos de homotopia de
ordem superior. Inicialmente apresentamos trés definicoes equivalentes do n-
ésimo grupo de homotopia de um espago X baseado no ponto xy, denotado
por m,(X,xp). Em seguida algumas proposi¢oes bésicas e exemplos. Mos-
tramos que o grupo m,(X, zy) de qualquer espago topolégico X é abeliano se
n > 2. Uma propriedade 1util dos grupos de homotopia de ordem superior ¢é
que (B, by) é isomorfo ao m,(E, ey) onde (E,p) é um espaco de recobrimento
de B e by = p(ep). Apresentamos também a defini¢ao de grupos de homotopia
relativa 7, (X, A, xo) para um par (X, A) com ponto base g € A. Uma impor-
tante propriedade dos grupos de homotopia relativa m,(X, A, zo) é que eles se
encaixam numa seqiiéncia exata longa.

No Capitulo 2 apresentamos a definicao de CW-complexos e alguns exem-
plos para ilustrar tal conceito. Em seguida mostramos algumas construcoes
utilizadas no decorrer deste trabalho. Mostramos também a relacao entre o
grupo fundamental de um espago conexo por caminhos X e o grupo fundamen-
tal de X* obtido de X por adjungao (colagem) de uma cole¢ao de 2-células
abertas. Como conseqiiéncia disto obtemos um resultado muito 1util para a
prova da existéncia de K (G, 1) - espagos, o Corolario 2.2.1:

Dado um grupo G qualquer, existe um CW-complexo 2-dimensional Y, co-
nexo por caminhos, tal que w1 (Y') € isomorfo a G. Se G tem uma apresentag¢ao
com um numero finito de geradores e relagoes entao podemos obter Y com-
pacto.

Apoés esse resultado apresentamos o Teorema 2.2.2, que nos garante que
o grupo fundamental de um CW-complexo conexo X sé depende do seu 2-
esqueleto X2, e mais alguns resultados que serao utilizados posteriormente. Por
fim sao apresentados nesse capitulo os resultados sobre Aproximacao Celular
para espacos e pares de espacos (Proposigao 2.3.2) e a construgao da Torre
de Postnikov (Proposicao 2.3.3), que sao de fundamental importancia para a
construgao dos K (G, n)-espagos.

No Capitulo 3 nos dedicamos essencialmente a prova da existéncia dos
K (G, n)-espagos. Inicialmente definimos o que é um K (G, n)-espago (ou espago

de Eilenberg Mac-Lane) e apresentamos algumas propriedades. Em especial,
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que para um CW-complexo X, ser K(G,1) é equivalente a dizer que esse
espago X tem m(X) ~ G e o espaco de recobrimento universal contractil. A
prova da existéncia dos K(G,n) - espacos é tratada em dois casos separados:
n=1en > 2, devido ao fato que m,(X, zy) sdo abelianos para n > 2. Para o
caso n = 1 recorremos ao Corolario 2.2.1 e usamos a Torre de Postnikov. Ja
para o caso n > 2, precisamos do resultado seguinte (Proposi¢ao 3.2.2), que
¢é similar ao dado no caso n = 1, e que para ser obtido usa um resultado que
relaciona, sob certas hipdteses, os grupos de homotopia de um par (X, A) e
do quociente X/A (Proposigao 3.2.1), além de outros, como por exemplo, o
calculo do n-ésimo grupo de homotopia do bouquet de n- esferas.

Para todo grupo abeliano G e n > 2, existe um CW-complexo (n — 1)-
conezxo, de dimensdo n + 1, tal que m,(X) ~ G.

Com esse resultado e o da Torre de Postnikov provamos entao a existéncia
dos espagos Eilenbeg Mac-Lane “K (G, n)” paran > 2 e G um grupo abeliano
qualquer (Teorema 3.2.3). Finalizando o Capitulo apresentamos alguns exem-
plos, analisando os passos da construcao, e fazemos algumas consideragoes
sobre os espacos de Eilenberg-MacLane.

No Apéndice sao apresentados alguns pré-requisitos, conceitos e resultados
sobre grupo fundamental, com destaque para o grupo fundamental do circulo
unitario S' e o Teorema de Van-Kampen. Esses pré-requisitos sao tteis para
definirmos grupos de homotopia de ordem superior e para melhor compreensao

do texto, porém sao dispensaveis para quem tem familiaridade com tais tépicos.



Capitulo 1

Grupos de Homotopia de

Ordem Superior

A definicao dos grupos de homotopia de ordem superior de um espacgo X, usu-
almente denotados por “m,(X,x0)” n > 2, foi dada nos anos 1932 - 1935 por
Eduard Cech (1893 - 1960) e Witold Hurewicz (1904-1956) e é de certo modo,
uma extensao natural do conceito de grupo fundamental de X “mi (X, x)” (vide
Apéndice). Foi Hurewicz quem deu a defini¢cao mais satisfatéria para os grupos
de homotopia de ordem superior e provou as propriedades fundamentais. Nés
apresentaremos aqui trés definigoes equivalentes para tais grupos (defini¢oes
1.1.1, 1.1.2 e 1.1.5).

Se n é um inteiro positivo usamos o simbolo I" para denotar o cubo unitario

n-dimensional
I"={t=(t;,ts,... . tn) €RY; 0<t; <1 Vib
e 0I™, chamado o bordo de I™, denota s6 seus pontos do bordo
OI" ={t = (t1,ta,...,t,) € I"; i, t; =0 ou 1}.

(Nao devemos confundir aqui o simbolo 0 com o operador bordo normalmente

usado na teoria de homologia.)

13
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1.1 Definicoes Equivalentes de 7,(X, x()

Definigao 1.1.1. (A) Seja X um espago e xo um ponto de X. Para um
dado inteiro positivo n considere o conjunto F,(X,xzq) de todas as aplicagoes
continuas o do n-cubo unitdrio I em X para os quais «(0I™) = xo. Defina
uma relagao de equivaléncia ~,, em F, (X, xq), a saber, a € equivalente mddulo
xo a B em F,(X,xg), escrito a ~,, (3, se existe uma homotopia
H:I"x 1 — X tal que

H(tl,...,tn,O):Oé(tl,...,tn)

H(tl,...,tn,l):ﬁ(tl,...,tn), (tl,...,tn) E]n,
€
H(tl,...,tn,S):l'o, (tl,...,tn)ealn,SEI.

Sob esta relagao de equivaléncia em F, (X, xq), a classe de equivaléncia
determinada por « é denotada o] e chamada a classe de homotopia de «
modulo xo ou simplesmente classe de homotopia de c.

Defina uma operagao * sobre F,,(X,xzq) como seque: para cada o e 3 em
FL.(X, ),

a(2ty,ty, ... t,), O
(a* B)(tr,... t,) = (261,12 ) X
B2ty — 1ty 1), 5

Note que a operacao x € completamente determinada pela primeira coordenada

IA A

3]
ty

VARVAN
E N[ =

do ponto varidvel (ty,...,t,) e que a continuidade de o * 3 seque do Lema da
Continuidade (A.1.1). A operagao * induz uma operag¢io e sobre o conjunto

das classes de homotopia de F,,(X, xo):
o] o [B] = [a + f].

Com esta operagao, o conjunto das classes de equivaléncia de F,,(X,xzo) € um
grupo. FEste grupo é chamado o n-ésimo grupo de homotopia de X com ponto

base xy e é denotado por m,(X, zy).

Observacao 1.1.1. Como no caso do grupo fundamental, pode-se verificar

que:

(1) A relagio ~,, € uma relagao de equivaléncia sobre F, (X, xo).
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(2) A operacao e estd bem definida. Em outras palavras, se o ~g, o e

B~ G entio a* 3 ~a a [

(8) Com a operagao e, m,(X,xg) € de fato um grupo. Sua identidade é
a classe [c] determinada pela aplicagao constante c¢(I™) = xg. A inversa

[a]7! de [a] € a classe [a™!] onde a™!

, chamada a inversa de «, € definida
por

a Mty ty) =a(l =t .. t,), (t,...,t,) € 1™

Para a proxima definicao usamos que o espaco quociente de I™ obtido pela
identificacao do dI™ a um ponto é homeomorfo a n-esfera S™. Vamos assumir
que o ponto de identificagdo é o ponto 1 = (1,0,0,...,0) de S™, que tem a
primeira coordenada igual a um e as demais nulas. Entao o conjunto (e con-
seqiientemente o grupo,) m,(X, zg) pode ser definido em termos de aplicagoes

de (8™, 1) em (X, xg), como segue:

Defini¢ao 1.1.2. (B) Para um dado inteiro positivo n, considere o conjunto
Gn(X, o) de todas as aplicagoes continuas o, de S™ em X, tal que (1) =
xo. Defina uma relagao de equivaléncia do sequinte modo: Para o e (3 em
Gn(X,20), a € equivalente mddulo xo a (3, escrito a ~,, 3, se eziste uma
homotopia H : S™ x I — X tal que H(-,0) = a e H(-,1) = 3, H(1,s) =
para s € 1.

A classe de equivaléncia determinada por «, a qual denotamos por [a], é
chamada a classe de homotopia de o e consideramos o conjunto das classes de
homotopia m,(X, x0) == Gp(X,20)/ ~z,-

A operagao o em m, (X, zo) € definida em termos da identificagdo de I™ com
S™. Mais precisamente, sejam «, 3 € G,(X,x0). A aplica¢ao identificacao q

leva os conjuntos
n 1 N 1
A={(t,...,ty) €1 ;tlgé}, B={(t;,...,tn) €1 ;tlzé}

nos hemisférios A’ e B, respectivamente, de S™ cuja intersec¢ao A’ N B =
q(AN B) é homeomorfo a S™ .
Imagine que A’ N B’ € identificado com o ponto base 1 pela aplica¢ao iden-

tificacao r. O espago resultante consiste de duas n-esferas tangentes no seus
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r ~

2 X

pontos comuns. O produto a3 : S™ — X € agora definido por

a(r(z)), zeA

(04 8)(z) = { S, ae B

A operacao o em 7, (X, xo):= G, (X, x0)/ ~ € entao definida por

[o] o [8] = [a* 5].

Com essa operacao m,(X, xg) € um grupo, também chamado o n-ésimo grupo

de homotopia de X com ponto base x.

Observagao 1.1.2. As definigoes A(1.1.1) e B(1.1.2)) sao defini¢oes equiva-

lentes dos grupos m,(X, o), isto é, os dois grupos obtidos sao isomorfos.

De fato, seja q : I — S™ a aplicacao que identifica 1" ao ponto 1. Para

cada a : S — X, elemento de G, (X, x), associamos a aplicacdo o’ := aogq.

«

St——X
7
7/
qT 7 aoq
7/

ITL

Pode-se verificar que a aplicagao 1 : G, (X, z9) — F,(X, 20), que a cada
a € Gu(X, xg) associa o := aoq € F,(X, ), é bijetora e ainda considerando
as classes de equivaléncia dos elementos de acordo com as definigoes A (1.1.1) e
B (1.1.2) temos: [a] = [A] (em G, (X, x¢)/ ~z,) se, e somente se, [o/] = [F] (em
F.(X,x0)/ ~z,). Logo ¥ induz uma aplicagao bijetora nos espagos quocientes
Y : [o] = [o/]. Além disso ) é homomorfismo de grupos pois pode-se verificar
que ¢([a] o [8]) = ¥([a  B]) = [(ax f) o q) = (a0 q) + (Boq)] = [a] ¢ [3] =
Y([a]) @ 1([F]). Assim 1) é um isomorfismo.

A terceira descricao do n-ésimo grupo de homotopia requer uma topologia

para o conjunto de lagos de X baseados em x.
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Definicao 1.1.3. Seja F uma colegao de aplicagoes continuas de um espaco
Y em um espago Z. Se K é um subconjunto compacto de Y e U é um aberto
de 7, seja

W(K,U)={«a € F;a(K) C U}.

A familia de todos esses conjuntos W(K,U) onde K percorre todos os com-
pactos em Y, e U todos os subconjuntos abertos de Z, € uma sub-base para uma

topologia em F'. FEsta topologia é chamada a topologia compacto-aberta para

F.

Como aplicaremos a topologia compacto-aberta somente sobre o conjunto

de lagos num espaco X, repetimos a definicao para este caso:

Definicao 1.1.4. Seja X um espago e xy um ponto de X. Considere o con-
Junto Q(X, xg) de todos os lagos em X com ponto base xy. Se K € um subcon-

gunto compacto de I e U € aberto em X, seja
W(K,U) ={a € QUX,xp);a(K) CU}.

A familia de todos os conjuntos W (K,U), onde K é compacto em I e U €
aberto em X, € uma sub-base para uma topologia em Q(X, xy). Esta topologia

¢ a topologia compacto-aberta para (X, xg).

Note que abertos béasicos na topologia compacto-aberta tem a forma
T
(YW (K, U:)
i=1

onde K, K,,..., K, sao subconjuntos compactos de I e Uy, U,,...,U, sao
abertos de X. Um lago a pertence a este aberto basico se, e somente se,

a(K;) C U, paracadai=1,2,...,7.

Proposicao 1.1.1. Se X é um espago métrico, a topologia compacto-aberta

em QUX, xg) € equivalente a topologia da convergéncia uniforme.

Demonstragao: Seja d a métrica sobre X. Recordemos que a topologia
da convergéncia uniforme em Q(X, zy) é determinada pela métrica p definida

como se segue: Se « e ( pertencem a Q(X, zg) entao

pla, B) = sup{d(a(t), B(t)),t € I}.
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Entao a topologia da convergéncia uniforme tem como uma base o conjunto

de todas as vizinhancas esféricas
Sla,r) = {8 € UX, xo); d(e, f) <71}

onde a € Q(X, zp) e r é um nimero positivo.

Denotemos por T e T', respectivamente, a topologia compacto-aberta e
a topologia da convergéncia uniforme para Q(X,zg). Vejamos que T" C T
Seja W(K,U) um aberto sub-basico em 7T, onde K ¢é compacto em [ e U
¢ aberto em X. Seja a € W(K,U). Como o conjunto compacto a(K) esta
contido em U, existe um nimero positivo € tal que qualquer ponto p de X com
d(p,a(K)) < € temos que p € U. Para obter tal e, considere f : a(K) — R
tal que f(z) := d(x,X — U). Entao como f é continua e a(K’) é compacto
existe o minimo de f, ou seja, existe ty € K tal que f(a(ty)) < f(a(t)), Vt € K.
Entao d(a(ty), X —U) <d(a(t),X —U), Vt € K. Tome ¢ = d(a(ty), X — U).

Considere o aberto bésico S(a,¢) em T'. Se € S(a,¢), entdo para cada
tem K,

d(B(1), a(K)) = inf{d(B(t), u), u € a(K)} < d(B(t), a(t)) < <.

Assim f(t) estd em U. Conseqiientemente 3(K) C U, entao f € W(K,U).
Agora temos que
a€ S(a,e) Cc W(K,U)

e assim W (K, U) é aberto em T'. Entdo 7' C T' pois T contém uma sub-base
para T'.

Vejamos agora que T C T. Seja S(v,r), com centro 7 e raio r > 0 um
aberto basico em T". Para provar que S (v,7) estd em T, é suficiente encontrar
um elemento de 7' que contém v e estd contido em S(v,r). Seja {U;} uma
cobertura de X por abertos com diametros menores que 7, e seja 77 um numero
de Lebesgue para a cobertura {y'(U;)} de I. Seja 0 =tg <t; <...<t, =1
uma subdivisao de I por pontos sucessivos diferindo por, no maximo, 7. Entao
para i = 1,2,...,n, v leva cada um dos conjuntos compactos K; = [t;_1,1;]
em um dos abertos da cobertura {U;}. Para cada i escolha um aberto, que

denotaremos por U;, tal que

v(K;) CcU; i=1,2,...,n.



Defini¢oes Equivalentes de m,(X, xg) 19

Entao

7€ ﬁ W(K;, Us)
i=1

e este conjunto é aberto em 7. Se [ € ﬂW(Ki, U;) entao p(v, 3) ndo pode
i=1
exceder o maximo dos diametros de Uy, Us,...,U,. Assim p(y,0) < r, e

portanto B € S(v,r). Entdo S(v,r) é aberto em T, e T contém T pois
contém uma base de T'. Com isso temos que T C T e T C T,logo T =T'.

Definig¢ao 1.1.5. (C) Seja X um espago com xo € X, e considere o conjunto
Q(X, o) dos lagos em X baseados em xy com a topologia compacto-aberta. Se
n > 2, o n-ésimo grupo de homotopia de X com ponto base em xy € o

(n - 1)-ésimo grupo de homotopia de Q(X,xo) em ¢, onde ¢ é o caminho

constante em xqy. Assim,
mo(X, xo) = M (QUX, 20),0), ... , (X, 20) = T 1 (X, 20), ©).

As trés definigoes A (1.1.1), B (1.1.2) e C' (1.1.5) de grupos de homotopia
de ordem superior sao equivalentes. Ja discutimos a equivaléncia de A e B
e agora vamos comparar A e C'. Esta discussao sera para o caso n = 2 uma
vez que a extensao para valores superiores de n requer um pouco mais do que
escrever coordenadas adicionais.

Suponha entao que a é um elemento de Fy( X, x¢), isto é, @ é uma aplicacao
continua do quadrado unitario I? em X que leva 012 em zy. Entao a determina

um membro & de Q(Q(X, xg), ¢) definido por
a(ty)(t2) = alty, ta);  (t1,t2) € I2.

Cada valor &(t;) é uma aplicacdo continua de I em X porque « é continua.
Note que &(t1)(0) = a(t1)(1) = xq pois (¢1,0) e (t1,1) estao em OI%.

Assim a(t) € Q(X, zg) e obviamente &(0) = &(1) é o lago constante ¢ cujo
tnico valor é xy. Mas & ¢é continua como aplicacao de I em Q(X, ). Para
ver isto, seja W (K, U) um aberto sub-basico em Q(X, z(). Como usualmente,
K é compacto em [ e U é aberto em X. Seja t; € a '(W(K,U)). Entao
a(t))(K) =a({t;} x K) C U. Como K é compacto, existe um aberto O em [
tal que t; € O e a(O x K) C U.
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Assim
ty € O C d_l(W(K, U)),

logo & Y (W(K,U)) é um aberto e & é continua. Portanto cada membro de
F5(X, x9) determina de maneira natural um membro de Q(Q(X, x¢), ¢).
Suponha que invertemos o processo e comecemos com um elemento & de

Q(Q(X,19),c). Entao & determina uma aplicacao « : I? — X definida por
Oé(tl,t2> :@(tl)(tz), (tl,tz) € ]2.

Pode-se verificar que o € F5(X, o). Temos entao estabelecido uma corres-
pondéncia biunivoca entre Fy(X, xg) e Q(Q(X, x9),¢), a — &. Além disso, te-
mos [o] = [B] (em Fy(X, x0)/ ~a,) se, e somente se, [a] = [3] (em m (QX, z0), ¢)
= Q(UX, x0),¢)/ ~u,) pois se H : I* x [ — X é uma homotopia represen-

tando a equivaléncia de v e § como na Defini¢ao A (1.1.1), entéao

H:TIxI— QX,xo); H(ty,s)(ts) := H(ty, ts,8); ti,ta,s €1,

é uma homotopia que dé a equivaléncia dos lagos & e B . Invertendo o argumento
mostramos que & equivalente a 3 implica « equivalente a (3. Assim existe uma
correspondéncia biunivoca entre classes de homotopias [«] da definigao A(1.1.1)
e as classes de homotopias [@| da definicio C' (1.1.5). Como a operacao
na definicdo A(1.1.1) é completamente determinada na primeira coordenada,
segue que para qualquer «, 5 € Fy(X,xg), [a * (] corresponde a [& * B], ou
seja, [(m] =[G B], e conseqilentemente que as duas defini¢oes de (X, )

fornecem grupos isomorfos.

1.2 Propriedades Basicas e Exemplos

A primeira propriedade a ser tratada é relativa a independéncia do ponto base.

Teorema 1.2.1. Se o espaco X é conexo por caminhos e xy e x1 sao pontos

de X, entdo m,(X,xo) € isomorfo a m,(X, x1), para cadan > 1.

Demonstracao: O caso n = 1 estd provado na Proposicao A.1.3. Verifi-
caremos aqui o caso n = 2. Seja vy : I — X um caminho com 7(0) = z¢ e
v(1) = x;. Podemos associar a cada aplicagao « : (I?,01*) — (X, 1), que

representa um elemento [a] € (X, x1), um elemento o' : (12,91?) — (X, z¢)
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(que vamos denotar por 7 - ) por diminuir o dominio de o a um quadrado
menor, concéntrico em /2 e entao inserir o caminho v em cada segmento radial

na “faixa”entre o bordo do quadrado menor e 912.

NI

X Ty o 2 Zo

NIV
/ T\

1

/] A\

Lo

Assim 7+« produz claramente um elemento de my (X, zg) pois (v-«a)(9I?) =
{zo}. Agora pode-se verificar que se a aplicagdo v é homotépica a p e « é
homotépica a 8 (por aplicacoes fixando I = {0,1} e OI?%, respectivamente)
entdo v - o é homotopica a p - 3 e portanto [y - o] = [p- [] em m (X, o).
Ainda v - (a % ) ~ v -a %~y - [. Para ver isso primeiro deformamos « e
o/ nas aplicacoes constantes sobre as metades direitas e esquerdas de I? |
respectivamente, produzindo aplicagoes que podemos denotar por a0 e 0% 3.

Dai eliminamos progressivamente o pedago simétrico do meio de v - (ax0) e
v - (0% 3) até obter v - (a * (3):

ZNNZ \\V17/2
| B ~N.1.E
S o | xExl s8] ~Ho|u|s|s 8~ He|PE
— = - -~
NN TN

Uma férmula explicita para esta homotopia é
. * () 2 — ¢t ) , 0 S

H((s1,52),t) = 7+ (ax 0)(( )51, 52) 1 S1

7 5SSt

1
2
0% 3)((2—1t)sy +t—1,s9), 1

VARVAN

Assim nés temos v - (ax 3) ~ - (a*x0)xy-(0x () ~~-axvy- 3. Logo
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temos bem definida uma aplicagao

oy (X, z1) — ma(X, o)

a — [y-af

que é um homomorfismo pois ¢, ([a] - [6]) = [y - (a*xF)] = [y-a*xvy- (] =
[v-al- [y 8] = ¢y([e]) - o, ([8))-

Ainda, do fato que (y-7n)-a~vy-(n-a)el-a ~ a, onde 1 denota o
caminho constante, segue que, considerando o caminho reverso 7, v-(y-«a) ~ «
e (y-a)~a. Logo ¢, é um isomorfismo com inverso dado por 5.

Note que no caso n = 1 a representacao anterior se reduz a

Top yI e T To

e a aplicagdo 7 - @ é o caminho produto 7 * a * 4 (como usado para provar a
independéncia do ponto base no grupo fundamental). O caso n > 2 é similar

ao caso n = 2, trabalhando com o cubo n-dimensional ™ ao invés do quadrado
I%. |

Como no caso do grupo fundamental, é usual omitir a referéncia ao ponto

base, quando conveniente, sempre que X for conexo por caminhos.

Proposicao 1.2.1. Sejam X e Y espacos com pontos o em X e yg em Y.
Entao
71'n()( X Y7 (x07y0)) = 7Tn()(a .’L’o) ©® ﬂ-n(Ya y0>7 n > 1

Demonstragao: Sejam p; e py as projecoes do espaco produto X x Y em

X e Y, respectivamente:

pllXXY—>X, pQIXXY—>Y
(z,y) — (z,y) — y
Todo elemento [a] de 7, (X x Y, (2, 40)), onde

a: " — X x Y, a(@[”) = (33'0,3/0),
determina elementos [a1] e [an] em 7, (X, zo) e 1, (Y, yo), respectivamente, onde

ap=proa:I"— X, ay=pyoa: " —Y
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pois a; (01™) = p1(a(0I™)) = p1(xo, yo) = xo € az(OI™) = ;.

Inversamente, dados [ay] € 7, (X, z9) e [az] € m, (Y, yo), com
Qaq - " — X, 041(8[") =Xy € Qg " — Y, 042(8[") = x7.

Considerando a : I" — X x Y definida por a := (aj,as) temos que « de-
termina um elemento [a] € m, (X X Y, (29, v0)). Entao obtemos a aplicacao h :
T (X XY (20, 0)) — Tn(X, 20) D74 (Y, o) definida por h([a]) = ([en], [az]), [o] €
T (X X Y, (x0,70)). Tal aplicagdo é um isomorfismo entre os grupos.

De fato, h é injetora, pois dados [a] e [3] pertencentes a 7, (X XY, (29, v0))
tais que h([a]) = h([0]), entao ([en],[as]) = ([61],[32]). Logo [a] = [Gi] e
[ag] = [Ba]. Assim, considerando a Definigao A (1.1.1) existem homotopias K
entre aq e 31 e L entre ag e B. Tomando H : I x I — X x Y definida por
H(ty, ... ty,s) = (K(t1,...,tn,s), L(t1,...,ty, s)) obtemos uma homotopia
entre o e [ e assim [o] = [f].

Claramente h é sobrejetora pois dado ([aq], [as]) € m, (X, z0) @ m,(Y, 30)
existe [a] = [(an, a2)] € m (X X Y, (20, y0)) tal que h([a]) = ([au], [aa]), além

disso h é homomorfismo. [ |
Mais geralmente, pode-se mostrar:

Proposicao 1.2.2. Para um produto [[, X, de uma coleg¢ao qualquer de
espagos conexos por caminhos X, existem isomorfismos m, (][, Xao) = [, ™ (Xa)

para todo n.

Demonstracao: ([5], Proposi¢ao 4.2, p. 343).

Defini¢ao 1.2.1. (Homomorfismo Induzido) Seja f : (X, z9) — (Y, v0) uma
aplicagao continua sobre os pares indicados. Se [a] € m,(X,x0), n > 1, entao
a composicao foa : I — Y € uma aplicacdo continua que leva OI™ em yqg,
de modo que f o« representa um elemento [f o] em m,(Y, yo). Assim finduz
uma aplicacao

Jo = (X, 20) — ma (Y, 90)

definida por fy([a]) = [foal, [a] € (X, o), que é um homomorfismo. Essa

aplicagao fy € chamada homomorfismo induzido por f na dimensao n.

Proposicao 1.2.3. a) Se f : (X,x9) — (X, x0) € a aplicagcao identidade,

isto €, [ =idx, entao f3 = idr, (X z0)-
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b) Se f: (X, z9) — (Y,y0) e g: (Y,y0) — (Z, 20) sao aplica¢des continuas
sobre os pares indicados, entao o homomorfismo induzido (g o f); € a

aplicagao composta gy o fy : m, (X, xg) — m,(Z, 29) em cada dimensao n.

c) Se h : (X,29) — (Y,y0) € um homeomorfismo entao o homomorfismo

induzido por h € um isomorfismo para cada valor de n.

Demonstragao: E similar & dada para o grupo fundamental (Proposic¢ao

A3.1). L

Nesse trabalho os grupos de homotopia do circulo e mais geralmente das es-
feras, desempenham um papel importante. Assim estudamos a seguir a relacao
entre os grupos de homotopia de um espaco e de seu recobrimento e como con-
sequéncia determinamos os grupos de homotopia do circulo. Computamos
também, na sequéncia, os grupos de homotopia “m;(S™)” para 1 < i < n.
Ressaltamos que os grupos de homotopia “m;(S™)” para i > n nao sao em
geral conhecidos, muitos casos ja foram computados e os resultados sao sur-
preendentes. De fato o estudo dos grupos de homotopia das esferas tem levado
ao desenvolvimento de muitas ferramentas poderosas usadas em Topologia
Algébrica ([5] §4.1, p. 339).

Recordemos que um recobrimento do espaco B é um par (F,p) tal que
para cada ponto x em B existe um conjunto aberto conexo por caminhos
U C B tal que x € U e p aplica cada componente conexa por caminhos de
p~1(U) homeomorficamente sobre U. Cada conjunto aberto U é chamado uma
wizinhanga admissivel ou vizinhanca elementar. O espaco B é o espaco base e

p é a projecao de recobrimento. Para maiores detalhes ver [3], capitulo 5.

Teorema 1.2.2. Seja (E, p) um espaco de recobrimento de B e sejam ey em

E e by em B pontos tais que p(ey) = by. Entdao o homomorfismo induzido
Py (B, eq) — (B, bo)

¢ um monomorfismo para n =1 e um isomorfismo para n > 2.

Demonstracgao: Considere o caso n =1,
Dy - 7T1(E,€0) — 7T1(B, bo)
Como py ¢ um homomorfismo basta provar que essa aplicacao ¢ injetora.

Sejam [a] e [(] classes de caminhos em 71 (E, eg), tais que py([a]) = py([0]),



Propriedades Basicas e Exemplos 25

isto é, po@ ~ po 3 entdo & ~ 3, ou seja, [a] = [A] (por [3], Teorema 5.5, p.89).
Logo p; ¢ injetora e portanto um monomorfismo.
Para o caso n > 2, temos
Py (B, eg) — m(B,by), n > 2.

Primeiro vejamos que py é sobrejetora. Seja [a] € m,(B,by) e considere «
como uma aplica¢ao continua de (S™, 1) em (B, by), (o simbolo 1 é usado aqui
como o ponto base de S™ para evitar confusao com o nimero 1 que exercera
também um papel importante nesta prova). Como n > 2, o grupo fundamental
71 (S™, 1) ¢ trivial pois S™ ¢ simplesmente conexo se n > 2 e conseqiientemente

(w1 (57, 1)) = 0 C py(m (B, eo)
onde ay ¢ o homomorfismo induzido por a no grupo fundamental. Pelo Teo-
rema do Levantamento ([3] Teorema 5.10, p. 95) a tem um levantamento
a: (8™ 1) — (E,ep)
tal que po & = a. Entado & determina um elemento [&] em 7, (E,eq) para o

qual

Logo, py ¢ sobrejetora.

Vejamos agora que p; € injetora. Suponha que [3] seja um elemento do
kernel de py, isto ¢,

p:([B]) = [po Bl = [d]

onde ¢ é a aplicacao constante ¢(S™) = by. Como ambas po 3 e ¢ vao de
(S™, 1) em (B, by) e sao equivalentes, entao existe uma homotopia
H : 5" x I — B satisfazendo

H(t,0)=(poB)(t), H(t,1)=by, teS™, H(1,5) =0y, se€l.

Agora o grupo fundamental 7 (S™ x I, (1,0)) é trivial visto que n > 2 e as-
sim o Teorema do Levantamento ([3], Teorema 5.3, p. 88) se aplica novamente
para mostrar a existéncia de um levantamento

H:8"xI—F

tal que poﬁ =He fI(T, 0) = eg. A homotopia levantada H é uma homotopia

entre 5 e a aplicagdo constante d(S™) = eg. Para isto observe primeiro que,

poﬁ(~,0):H(',O):poﬁ, ﬁ(LO):ﬁ(D

Uma conseqiiéncia do Teorema do Levantamento ([3], Corolério 5.2, p. 87)
garante que H (+,0) = B pois S™ é conexo. O mesmo argumento mostra que
H(- ,1) = d. Resta ver que H(1,s) = ey para cada s em I. O caminho

H(1,-) : I — E tem ponto inicial ¢y e é um levantamento do caminho cons-



Propriedades Basicas e Exemplos 26

tante H(1,-) = ¢ = by. Como o tnico levantamento de ¢ que inicia em ey é o
caminho constante ey, entao ]jl(i, s)=-eg, s€EI.
Assim H : 8" x I — E é uma homotopia tal que
H(-,00=08, H(-,1)=d, H(1,s)=¢e, s€l,
e entdao [5] = [d] é o elemento neutro de 7, (E, €). Logo o kernel de py contém

somente o elemento neutro de m,(E, eg) e portanto py é injetora. |

Exemplo 1.2.1. Os grupos de homotopia de ordem superior do circulo unitdrio
St sdo triviais, isto é, ;(S') = 0 se ¢ > 2. De fato, considere o espaco de
recobrimento universal (R, p) do circulo unitdrio S*. Pelo teorema anterior
py - mi(R) — m;(SY) € um isomorfismo para i > 2. Mas todos os grupos de

homotopia do espago contrdctil R sao triviais, logo m;(S*) = 0 se i > 2.
Para esferas S™ com n > 1, o que podemos afirmar é:

Exemplo 1.2.2. Para i < n, o i-ésimo grupo de homotopia m;(S™) € o grupo
trivial. De fato isso serd provado no capitulo 2 apos falarmos de Aprozimacao

Celular.

Exemplo 1.2.3. Paran > 1, o n-ésimo grupo de homotopia m,(S™) € isomorfo
ao grupo Z dos inteiros. Notemos que o caso n=1 foi tratado no Apéndice
(Proposi¢ao A.2.2). Considere m,(S™), n > 2, como o conjunto das classes de
homotopia das aplicagoes o : (S™,1) — (S™, 1) como na Defini¢ao B (1.1.2).
Dessa forma podemos considerar o grau da aplicagdo o (isto €, o inteiro r tal
que o ([z,]) = r[zn], onde o : H,(K) — H,(K), K é uma triangulagdo de
S™ e [z,] € um gerador (classe fundamental) de H,,(K) ~ Z ([3], §3.3)). Defina
p:m(S") — Z; p([a]) = graude o, [ao] € m,(S™).

Observe que esta aplicagao estd bem definida, isto é, se a ~ 3, com «, 3 :
S™ — S™, entao grau de o = grau de 3 ([3], Teorema 3.9, p.52). Agora pode-
se mostrar que p € injetora, isto €, grau de o = grau de 3 implica o ~ 3 (/3]
Teorema 3.10, p.53). A aplicacao identidade id : (S™,1) — (S™, 1) tem grau
1 e a descrigao da operacao x na Defini¢ao B (1.1.2) mostra que a aplicag¢do

idt =idxid* ... xid (k termos)

tem grau k. E pode-se verificar que [id] é um gerador de m,(S™), p([id]*) =k e
p([id] %) = p([id=*]) = —k, para qualquer inteiro positivo k. Concluindo assim

que p € um isomorfismo.

Como uma consequéncia do teorema anterior podemos também calcular os
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grupos de homotopia m;(RP™), paran >2 e 2 <i <n, onde RP" indica o

espaco projetivo real n-dimensional:

Exemplo 1.2.4. O espaco projetivo real n-dimensional RP™, definido como
o espaco quociente de S™ pela relagao de equivaléncia que identifica os pon-
tos antipodais (v ~ —v) tem, quando n > 2, o n-ésimo grupo de homotopia
isomorfo ao grupo Z dos inteiros e m(RP™) =0, se 2 < i < n. Com efeito,
considere o recobrimento duplo (S™, p) sobre o n-espago projetivo RP™. O teo-
rema anterior implica que m;(RP™) ~ m;(S™), 2 < i < n. Agora dos exemplos
anteriores, obtemos entio m,(RP") ~Z, n > 2 e m(RP") =0, se 2 <i < mn,

como afirmado. Notemos que RP' é homeomorfo a S' e assim m (RP') ~ Z.

Nosso objetivo agora é mostrar que os grupos de homotopia 7,(X) sdo

abelianos para n > 2. Para tanto sera 1til o resultado seguinte.

Teorema 1.2.3. Seja G um grupo topoldgico com elemento e. Entio m (G, e)

é abeliano.

Demonstragao: Um grupo topolégico é um grupo G com uma topologia
sob a qual a operacao de G é uma aplicagao continua de G X G em G e a

1'é¢ um homeomorfismo de G sobre GG. A operacio em G

aplicagao g +— ¢~
induz uma operagao e sobre Q(G, e), o espaco dos lagos em G baseados em e,

definida por:

(a.ﬁ)(t):a(t)'ﬁ(t)v a,ﬁeQ(G,e), tel

onde a justaposi¢ao de «a(t) e B(t) indica seu produto em G. Esta operagao

também induz uma operagao ¢ sobre m (G, e):

[a] o [6] = [ae ], [o] [0] € m(G,e).

Seja ¢ o lago constante e, e sejam [a] e [3] membros de m (G, e). Observe
que

(axc)e(cxB)(t) = (axc)(t) - (

o
*
~—
—~
~
~—
I

:{(a*c)(t)-(c*ﬁ)(t), 0<t<!
(@xc)(t) (cxP)(t), =<t<1
B a(2t)-c(2t), 0<t<i
| e -1)-pt-1), Ll<t<i
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B al2t)e=a2t), 0<t<3
) e-Bt-1)=p@2t-1), L<t<1
(cxa)e(frc)(t) = (cxa)(t) (Bxc)(t) =
B c(2t) - B(2t), 0<t<4
) e@-1) 2t 1), L<t<i
B e-B(2t) =p(2t), 0<t<5
| a@t-1)e=a(2t-1), l<t<1

Isso nos da que

Entao

o] o [f] = [ax f] = [(axc) e (cx )] =[x Jolexf] =
=[exalo[fxd =[(cxa)e(fxc)]=[G*a]=[f]c]a].

Logo (G, e) é abeliano. Aqui estd um fato curioso e adicional, as operagoes
o e ¢ sao iguais:

[o] o [f] = [ax O] = [(axc) e (cxf)] = [axc]ocxf] = [a] o[0]. u

Definicao 1.2.2. Um H-espago ou espaco de Hopf é um espaco topologico Y
com uma multiplicagao continua (indicada pela justaposicao) e um ponto yo
emY para o qual a aplicagcao definida pela multiplicacao a esquerda por yy e a
aplicacao definida pela multiplicacao a direita por yo sao ambas homotdopicas a
aplicacao identidade sobre Y por homotopias que deixam yo fizrado. Em outras
palavras, existem homotopias L e R de'Y X I em Y tais que:

L(ya O) = Yoy, L(y7 1) =Y, L(y07t) = Yo,
R(y,0) =yyo, R(y,1)=vy, R(yot)=1yo

para todo y em'Y et em I. O ponto yy € chamado homotopia unitaria de Y .

Exemplo 1.2.5. Todo grupo topolégico G é um H-espaco.
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Basta tomar as homotopias de G x I em G como L(g,t) =g e R(g,t) = g.

Exemplo 1.2.6. Se X ¢ um espaco e xo € um ponto de X, entao o espaco de

lagos Q(X, xg) com a topologia compacto-aberta é um H-espago.

De fato, a multiplicacdo é a operacao * (justaposi¢do de caminhos), e a
homotopia unitdria é a aplicacao constante c¢. As requeridas homotopias L e

R sao definidas para o em (X, zg) e s em [ por:

T, se 0<t<
L(a, s)(t) = 2
(20 {a(—”jj;l), se 52 <t <1,
s+1
Rla,s)(t) = | @) se 0< 1<
’ Zo, se (sgl) <t<l1

Teorema 1.2.4. Se Y ¢é um H-espaco com homotopia unitdaria vy, entdo

m1 (Y, yo) € abeliano.

Demonstragao: A operacao multiplicacao continua sobre Y induz uma

operagao e sobre QY yp), como no teorema anterior, definida por:

(aeB)(t) = a(t)- Bt), a,BeQY,y), tel.

Esta operagao também induz uma operagao ¢ sobre m (Y, yo):

(o] o [0] = [ f], o], [6] € m(Y,0)-

Seja ¢ o laco constante g, entao

xc)e(cx* — a(2t) -y, se 0<t<1
(axc)e(cxp)(t) = { yo- B2t —1), se % <t<1

. _ Yo B(2t), se 0<t <3
(c*xa) (ﬁ*c)(t)_{a@t—l).yo’ e l<i<1

Como a multiplicacao a esquerda por y, e a multiplicacao a direita por ¥

sao ambas homotépicas a aplicacao identidade de Y entao,
[(axc)e(cx )] =[ax*p],

[(cxa)e(Fxc)] =[6+al
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Assim, considerando a operagao usual o em (Y, yo), temos:

o] o [B] = [ax f] = [(ax c) @ (cx B)] =[x ] o e x f] =
=[exalo[fxd =[(cxa)e(fxc)]=[G*a]=[f]cla].

Logo m(Y,yo) ¢é abeliano. Note que, como na prova do teorema anterior

conclui-se que as operacoes o e ¢ sao iguais. [

Teorema 1.2.5. Os grupos de homotopia de ordem superior m,(X, xg),n > 2,

de qualquer espaco X, sao abelianos.

Demonstracao: Temos que o segundo grupo de homotopia mo (X, zg) =
™ (Q(X, x9), ¢) e assim é abeliano pois (X, x¢) é um H-espago com a constante
¢ como homotopia unitaria. Procedendo indutivamente, suponha que o
(n — 1)-ésimo grupo de homotopia m,_1(Y,yo) ¢ abeliano para todo Y. Entao,

(X, 20) = mo1(Q2(X, 29), ¢) é abeliano, e a prova esta completa. [ |

Como no caso do grupo fundamental, se f : X — Y é uma equivaléncia
de homotopia com f(z¢) = yo entdo pode-se provar que f induz isomorfismos
entre 7, (X, xo) e m,(Y, yo) para todo n. Apresentaremos aqui a prova no caso
particular em que exigimos que os pares (X, zg) e (Y, yo) tém o mesmo tipo de

homotopia. Isto torna a prova mais simples ([3], teorema 6.14).

Definicao 1.2.3. Sejam X e Y espacos com pontos xqg em X e yo em Y. Di-
zemos que os pares (X, xo) e (Y,yo) sao homotopicamente equivalentes ou tém
o mesmo tipo de homotopia, se existem aplicagcoes continuas f : (X, zg) —
(Yiyo) e g: (Y,yo) — (X, o) para as quais as aplicagdes compostas go f e
fog sao homotopicas as aplicagoes identidades sobre X e 'Y, respectivamente,
por homotopias que deixam os pontos bases fizados. Em outras palavras, €

exigido que existam homotopias H : X x I — X e K : Y x I — 'Y tais que

H(z,1) =2, H(xo,t)=1z9, v€ X, t €I,
K(y,O) - (fog)(y)’ K(ya]-) =Y, K(y())t) = Yo, yEYatGI

A aplicacao [ é chamada uma equivaléncia de homotopia com inversa ho-

motopica g.
A prova do proximo resultado é similar a prova da proposi¢ao A.3.2.

Proposicao 1.2.4. Fquivaléncia de homotopia entre pares € uma relagcao de

equivaléncia.
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Teorema 1.2.6. Se uma aplicacao f: (X, z9) — (Y,v0) € uma equivaléncia
de homotopia entre os pares indicados, entao o homomorfismo induzido

Jo (X, 20) — m (Y, y0) € um isomorfismo para cada inteiro n.

Demonstragao: Seja g : (Y, yo) — (X, zo) uma inversa homotdpica para
f e H uma homotopia entre g o f e a aplicagao identidade sobre X que deixa

xo fixo, entao
H:XxI—X

H('70):gof>
H(-,1) =idx,
H(l‘o,t):l'o, tel.

Seja [a] € m, (X, z0), e considere o como uma aplicacao de I"™ em X tal que
a(0I™) = xy. Defina uma homotopia K : I" x I — X por
K(t,s) = H(a(t),s), tel*,sel.

Entao,
K('>0):(gof)oaa K('>1):a>
K(OI" x I) = H({xo} x I) = xy,
[(go f)oa]=la].
Isto significa que
gs(fela]) = [af,

e portanto gz ¢ uma inversa a esquerda para f;. Como f é uma inversa ho-
motoépica para g, concluimos por simetria que gy ¢ também uma inversa a

direita para f; e entao f; ¢ um isomorfismo. [ ]

1.3 Grupos de Homotopia Relativa e Sequéncia

Exata Longa

Generalizagoes muito tteis dos grupos de homotopias , (X, zg) sdo os gru-
pos de homotopia relativa m, (X, A, zo) para um par (X, A) com um ponto base
T € A.

Definicao 1.3.1. Considere I"™' como a face de I"™ com a iltima coordenada
s, = 0 e seja J* ! o fecho de OI™ — I, a unido das faces restantes de I™.

Entao m,(X, A, x9) para n > 1 € definido como sendo o conjunto das classes
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de homotopia de aplicagoes
v (I 01, J"Y) — (X, A, x0)

(isto é, que satisfazem (OI") C A e w(J" ') = xy ) com homotopias por
intermédio de aplicagoes da mesma forma, ou seja [Y] = [p] se existe uma
homotopia H : I" x I — X satisfazendo H(u,0) = ¥ (u), H(u,1) = p(u) e
para cada t fizo, Hy(OI") C A, Hy(J"') = xg, onde Hy(u) := H(u,t).

Observagao 1.3.1. (1) Podemos ver os grupos de homotopia absoluta como

um caso especial dos grupos de homotopia relativa pois m,(X, zg, xg) =
(X, 20).

(2) A definicao do conjunto das classes de homotopia “m,(X,x0)” pode ser
dada de modo a incluir o caso n = 0 por tomar I° como sendo um
ponto, que vamos denotar por p, e OI° o conjunto vazio. Entdo dado
rg € X, mo(X,x0) € exatamente o conjunto das componentes conexas
por caminhos de X pois dado f: I° = {p} — X entio f(p) =ac X e
[f] =1{g: I° — X para o qual existe um caminho v ligando a ao ponto
g(p)}, visto que H : I° x I — X tal que H(p,t) = ~(t) é uma homo-
topia (H(p,0) = v(0) = a = f(p), H(p,1) =~(1) = g(p) e a condigao
H(OI t) = xqy € satisfeita uma vez que AI° = (). Conseqiientemente,
se X € conexo por caminhos entio my(X,xg) tem um inico elemento.
Porém nao podemos dar a mo(X, xg) uma estrutura de grupo a ndo ser
quando X € conexo por caminhos que podemos tomar mo(X, xg) como

sendo o grupo trivial.

(3) A definicio 1.3.1 nao se estende de maneira natural de modo a in-
cluir o caso n = 0. Assim nds deizaremos esse caso sem incluir na
defini¢ao acima. Uma definicdo possivel é considerar mo(X, A, xy) =

70(X, o) /mo(A, xo) (vide [5], Cap.4, exercicio 9).

Operagoes: Uma operagao soma é definida em 7,(X, A, z9) da mesma
forma como em 7, (X, z¢), exceto que agora a coordenada s, desempenha um

papel especial em fungao da escolha de J" (e ndo tem valor para operagao

soma). Dados [o] e [5] em 7, (X, A, x¢), [a] - [3] := [a * 5], onde
% _ a(2517527“~75n)7 OSSl < %
(a B)(81’S2"“’Sn)_ { 5(281—1,82,...,371), %SSlSl
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Entao 7,(X, A, z9) é um grupo para n > 2, e este grupo é abeliano para
n > 3. Paran =1 temos I' = [0,1], I' = {0} e J* = {1}, entao m (X, 4, x)
é o conjunto das classes de homotopias de aplicagoes « : ([0, 1], {0}, {1}) —
(X, A, xg), isto é, caminhos em X com ponto inicial em um ponto qualquer
(varidvel) de A e ponto final um ponto base fixo g € A. Em geral este nao
é um grupo de maneira natural. Paran =2, I =1 x [,I' =1 x {0}; J' =
{0,1}x]0,1JUT x {1}, e ma( X, A, ) = {[a]; a: ([%,0I* J') — (X, A, x0)}.

I? or? J!

Observagao 1.3.2. (1) Ezatamente como elementos de m,(X, xq) podem ser
considerados como classes de homotopias de aplicagoes (S™, sg) — (X, zo)
(onde S™ = I"/OI™ e sy = OI™/OI™ ), existe uma defini¢ao alternativa
de m,(X, A, x9) como o conjunto das classes de homotopias de aplicagoes
(D", S™1 sg) — (X, A, xp), pois deformando J"' (que € o fe-
cho de OI™ — I"™1 ) num ponto que vamos denotar por sy convertemos
(1™, 01", J" 1) em (D", S™1 sq). Deste ponto de vista, a operacio do
grupo € feita via a aplicagdao ¢ : D™ — D™V D™ deformando D"~' C D"

em um ponto.

(2) Até agora usamos, em geral, as letras gregas, como « e [3, para indicar
aplicagoes de S™ — X cujas classes [a], [3] representam elementos dos
grupos de homotopia, sequindo a notagao de [3] e [7]. No entanto, para
[5], os elementos dos grupos de homotopia relativa ou mesmo absoluta sao
indicados por [f], [g] e em muitas ocasides esta serd também a notagao
usada aqui. Também levando em conta a notagao em [5], nos capitulos 2
e 3 € comum o uso das letras o e 3 para indicar indices, o que nao causa

confusdo (embora entendemos ndao ser uma notag¢do muito apropriada).

Uma reformulagao ttil do que significa para um elemento de m, (X, A, z)

ser trivial é dada pelo seguinte critério:

Proposicao 1.3.1. (Critério da Compressao) Uma aplica¢ao
f (D", St sg) — (X, A, zo) representa o zero em 7,(X, A, xq) se, e so-
mente se, ela é homotdpica relativamente a S™1 a uma aplicagao com imagem

contida em A.
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Demonstragao: (=) Suponhamos que [f] = 0 em 7, (X, A, x9). Entao
existe uma homotopia F': D™ x I — X (entre f e a aplicagdo constante xy),
satisfazendo F'(z,0) = f(z), F(x,1) = xy, Vx € D", e para cada t € I,
F(u,t) € A, Yue S isto é, F(S" ' x1I)C A.

Queremos definir uma homotopia F : D® x I — X, estaciondria sobre
S™=1 entre f e uma aplicacao g, com I'm(g) C A. A idéia é definir a homotopia
F através da restricio da F a uma familia de n-discos em D" x I, iniciando
em D" x {0} e terminando em D™ x {1} U S™ ! x I (todos os discos dessa
familia tendo o mesmo bordo).

Para tanto considere os discos Df, t € I, dados por
D' = 8" x [0,t]U D™ x {t}.

Tlustrando no caso n = 2.
D2 D2 R

Note que 9D} = S"~1 x {0} € D™ x I, Vt. Restringindo F a essa familia
de discos e considerando que, para cada t, D" x {t} é homeomorfo a Df via
um homeomorfismo ¢, com ¢y = id e ¢;(u,t) = (u,0), Yu € S"!' =a9D",

definimos entao uma homotopia

F:DnX[—>X; (l‘,t)HF(QOt({L',t))
tal que
o F(z,0)=F(x,0) = f(z), Yz e D"

e Para cada t fixo, t € [0,1] e u € S ' = OD", F(u,t) = F(pi(u,t)) =
F(u,0) = f(u) € A.

e Tomando g(z) := F(z,1) temos que Im(g) C A pois Im(g) = F(D" x
{1}) = F(p(D" x {1})) = F(D}) = F(D" x {1} US"' x I) C A,
porque F(D" x {1}) =xpe F(S" ! x I) C A.

Assim f é homotdpica, por uma homotopia estaciondria sobre S" 1 a uma
aplicacdo g : (D™, 8" 1 s9) — (X, A, z0) cuja imagem estd contida em A,

como desejado.
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(<) Suponhamos f ~ g por uma homotopia estaciondria sobre S"!,
com Im(g) C A. Afirmamos que [g] = 0 em 7,(X, A, z5). De fato, como
D™ é contractil a sg, existe uma homotopia K : D" x I — D" tal que

K(2,0) =2 =idx(x) e K(z,1) = s9. Tomemos a composta
K=goK:D"xI-2 D", X.

Entdao K ¢é uma homotopia entre g e a aplicacao constante xg pois K (x,0) =
9(K(2,0)) = g(x), K(x,1) = g(K(z,1)) = g(s0) = 7o, ¢ para todo u €
St K(u,t) = g(K(u,t)) € A, visto que Im(g) C A. Assim [f] = [¢g] = 0

em 7,(X, A, zo). |

Homomorfismo Induzido: Como no caso absoluto uma aplicacao
v : (X, A x9) — (Y, B,y) induz uma aplicagao
thi : 7Tn(X, A) 170) — ﬂ-n(Y; B7 yO)
que sao homomorfismos para n > 2 e tém propriedades analogas aquelas no
caso absoluto: (@ o)y = @40y, (idx)s = idr,(x,420) € P4 = Yy 5€ © ~ P
através de aplicagoes (X, A, zg) — (Y, B, yo).

Provavelmente a caracteristica mais ttil dos grupos de homotopia relativa

(X, A, zg) é que eles se encaixam numa seqiiéncia exata longa.

Proposicao 1.3.2. Seja (X,A,B) uma tripla de espagos topoldgicos e xy €

B C AC X. Entao a sequinte seqiiéncia é exata:
= 7Tn(147 B,l‘o) i ﬂ'n(Xa B,l‘o) ﬂ) ﬂ'n(Xa A7 33'0) i anl(Aa B,l‘o) —

— 7T1(X,A,ZL‘0).

Em particular, considerando B = xq, podemos concluir que a sequéncia para

pares (X,A) é exata:
- — (A, o) 4, T (X, 20) &, (X, A, x0) 5, Tn_1(A,xg) — -+ — mo(X, 20).

Demonstracao: ([5], Teorema 4.3, p. 344)

Observacao 1.3.1. (1) Nas sequéncias anteriores iy e j; sao as aplicagoes
induzidas das inclusoes naturais (de pares). A aplicagdo 0, denomi-

nada aplicag¢do bordo, vem das aplicagdes restricoes (I",0I", J" 1) —
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(X, A, x0) para "', ou (D™, 5" ' sq) — (X, A, xo) para S™'. Tal

aplicagao é um homomorfismo quando n > 1.

(2) Prozimo ao fim das seqiiéncias, onde estruturas de grupo nao estao defi-
nidas, a exatidao também € considerada no sequinte sentido: A imagem
de uma aplicacao € o “kernel” da proxima, onde o kernel é considerado
como o conjunto dos elementos que sao levados na classe de homotopia

da aplicacao constante.

Definicao 1.3.2. Um espaco topolégico X com ponto base xy é chamado n-
conexo se m;(X,x9) = 0 para todo i < n. Assim espag¢o 0-conezxo significa
conexo por caminhos e 1-conexo significa espago simplesmente conexo. Um

par (X, A) € n-conexo se m;(X, A, x9) = 0 para todo i < n.

Observagao 1.3.3. (1) Em espagos n-conexos a escolha do ponto base x
nao é relevante pois n-conexo implica (-conexo e assim conero por ca-

minhos.
(2) Notemos que S™ € (n-1)-conexo, como vimos no exemplo 1.2.2.

(3) Se mo(X, A, xg) nao foi definido, temos que exigir (na defini¢cao de par
n-conexo) que m; (X, A,x9) = 0 para 1 < i < n e que cada componente

conexa por caminhos de X contenha pontos de A.



Capitulo 2

CW-Complexos

2.1 CW-Complexos

Intuitivamente um CW-complexo é um espago topoldgico de Hausdorff que
admite uma determinada “decomposicao celular”, através de “células e™” onde
e denota uma célula aberta de dimensao n (que é homeomorfa ao disco aberto
n-dimensional). Tomamos as zero-células ¢ como pontos (vértices); uma 1-
célula e! é homeomorfa ao intervalo | — 1, 1[; uma 2-célula e? ¢ homeomorfa ao
interior do disco unitério D? = {(z, y) € R?; 2?+y* < 1} e assim por diante.

Mais precisamente temos ([8], p. 214):

Definicao 2.1.1. Um CW-complexo é um espaco X e uma colecao de células

abertas el cuja uniao € X tal que:

(1) X é Hausdortff.

(2) Para cada n-célula aberta e da colegao, existe uma aplicagdo continua
Go : D" — X (onde D™ := {x € R"; || z ||< 1} ) que aplica int(D™)
homeomorficamente sobre e e leva OD™ = S™ ' numa unido finita de

células abertas, cada uma de dimensao menor do que n.

(8) Um conjunto A € fechado em X se A()éq € fechado em é, para cada c.

A parte finita da condigao (2) foi chamada fecho finito ( “closure-finiteness” )
por J. H. C. Whitehead. A condicdo (3) expressa o fato que X tem o que ele
chamou de topologia fraca (“weak topology”) relativa a cole¢ao {é,}. Estes

termos sao a origem das letras C' e W na frase “CW-complexo”.

37
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Observamos que as condigoes (1) e (2) implicam que ¢,, leva D™ sobre € e
d(D™) sobre e — el. De fato, como ¢, ¢é continua, ¢, leva D", que é o fecho
do int(D™), no fecho de ¢, (int(D™)), que é e*. Como ¢,(D™) é compacto, ele
é fechado (pois X é Hausdorff); e porque esse conjunto contém e, também
contém €. Assim ¢,(D") = e?. Finalmente, como ¢,(0D") é disjunto de e

<. - n
entao ¢ igual e? — el.
Notemos também que a reciproca de (3) é satisfeita trivialmente; se A é

fechado em X, entdao A[)e? é fechado em e para cada a.

Observagao 2.1.1. (1) A aplicagcio ¢, : D" — X ¢é chamada uma aplica-
¢ao caracteristica para cada célula e]). Por um abuso de notagao é co-
mum usar o simbolo X para referir ambos, o CW-complexo e o espaco

adjacente.

(2) Seja X um CW-complezo, considerando X™ = {e'; 0 < i < n}, podemos
ver X = JX™. O subconjunto X" de X é chamado de n-esqueleto de

X. Os pontos de X sao chamados de vértices ou 0-células.

(8) Um CW-complexo X € dito ser finito ou infinito se o numero de células
em X é finito ou infinito, respectivamente. Se X = X™ para algum n o
CW-complezxo € dito de dimensdo finita e o menor inteiro n para o qual

1850 ocorre ¢ chamado a dimensao de X.

(4) Observe que uma aplica¢ao caracteristica ¢, : D™ — X é uma extensao
de uma aplicacao @, : S 1 — X", chamada aplicacao de “colagem”.
Esta ., ¢ usada para obter X™ de X" “colando” células e,

nifica que X™ € o espago quociente da unido disjunta X" ][, DI de

15t0 S1g-

X" com a colegao de n-discos D sob as identificagoes x ~ p,(x) para
x € 9D = S"1. Entao como um conjunto, X" = (X" '], e")/ ~

onde cada € é um n-disco aberto.

Definicao 2.1.2. Um subcomplero de um complexo X é um subespaco fe-
chado A C X que € a uniao de células de X. Como A ¢ fechado a aplicacao
caracteristica de cada célula em A tem imagem contida em A, e também a
imagem da aplicacdo colagem de cada célula estd contida em A, assim A € um
CW-complexo. Em particular, cada esqueleto X™ de um complexo celular é
um subcomplexo. Um par (X,A) consistindo de um complexo celular X e um

subcomplexo A serd chamado um par de CW-complexos ou um par CW.
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Exemplo 2.1.1. Um complexo celular 1-dimensional X = X' é chamado um
grafo na topologia algébrica. FEle consiste de vértices (as 0-células) nos quais
arestas (as 1-células) sao coladas. Note que os extremos de uma aresta podem

ser colados num mesmo vértice.

Exemplo 2.1.2. A esfera S™ tem uma estrutura celular (candnica) de um

0

CW-complexo com exatamente duas células, €” e €™, a n-célula é colada pela

0

aplicacio constante S™ ' — €. Isto é equivalente a enxergar S™ como o

espago quociente D™ /OD™.

Exemplo 2.1.3. O toro T? admite uma estrutura celular 2-dimensional, com
uma 0-célula, duas 1-células e uma 2-célula:

T?=¢e"Uej Uel Ue?

Exemplo 2.1.4. O espacgo projetivo real n-dimensional, denotado por RP™ é
definido como sendo o espago de todas as retas que passam pela origem em
R, Cada tal reta é determinada por um vetor nao-nulo em R, 1inico a
menos de multiplicacao por escalar, e RP™ é topologizado como o espago quoci-
ente de R"™ — {0} sob a relacao de equivaléncia v ~ \v para escalares A # 0.
Podemos restringir para vetores de tamanho 1, entao RP™ é também wvisto
como o espago quociente S™/(v ~ —v), a esfera com pontos antipodais iden-
tificados (como mencionado no exemplo 1.2.4). Isto € equivalente a dizer que
RP™ ¢ o espago quociente de um hemisfério D™ com pontos antipodais de 0 D"
identificados. Como OD™ com pontos antipodais identificados € exatamente
RP™ !, vemos que RP™ € obtido de RP"™! pela colagem de uma n-célula, com
a projecio quociente S"1 — RP™ como as aplicagoes de colagem. Seque por
inducao sobre n que RP™ tem uma estrutura celular com uma célula €' em
cada dimensao i < n:
RP*=e'UelU---Uen

Notemos que RP* sio subcomplezos de RP™ para k < n.

Ainda, como RP™ é obtido de RP™ ! colando uma n-célula, a unido infinita
RP* = J,RP"™ se torna um complexo celular com uma célula em cada di-
mensao. Podemos também ver RP* como o espaco de retas que passam pela

origem em R>* = [ J, R".

Exemplo 2.1.5. O n-espacgo projetivo complexro CP™ € o espago das retas
(complexas) passando pela origem em C"T' isto €, subespago de vetores I-

dimensional de C*"*. Como no caso de RP", cada reta é determinada por
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um vetor nao-nulo em C"™', wnico a menos de multiplicacio por escalar, e
CP™ ¢é topologizado como o espaco quociente de C"™ — {0} sob a relagdo de
equivaléncia v ~ \v para X # 0. FEquivalentemente, este € o espaco quociente
obtido da esfera unitdria S**' C C**, com v ~ Xv para | X |= 1. E também
possivel obter CP™ como o espago quociente do disco D* sob as identificacoes
v ~ X\ para v € OD**, da sequinte maneira. Os vetores em S*"T1 c CrH!
com a ultima coordenada real e nao negativa sao precisamente os vetores da
forma (w, m) € C" x C com | w |< 1. Tais vetores formam o grafo
de uma funcao w — m Este é um disco DI limitado pela esfera
Sn=l ¢ §2nFL consistindo dos vetores (w,0) € C" x C com | w |= 1. Cada
vetor em S € equivalente sob identifica¢oes v ~ Xv a um vetor em D",
e o ultimo vetor é unico se sua ultima coordenada é nao-nula. Se a ultima
coordenada é zero, temos exatamente as identificacoes v ~ \v para v € S*7L.

Desta descricao de CP™ como o espaco quociente do disco Di" sob as iden-
tificagoes v ~ v para v € S* ! seque que CP™ é obtido de CP"™! pela cola-
gem de uma célula " via a aplicacio quociente St — CP"t. Entao por
inducdo sobre n, obtemos uma estrutura celular CP" = e®Ue?U---Ue* com
células somente nas dimensoes pares. Similarmente, CP* tem uma estrutura

celular com uma célula em cada dimensao par.

Observacao 2.1.1. Existem inclusoes naturais S° c S' C --- C S™, mas
estas subesferas nao sao subcomplexos de S™ na sua estrutura celular usual com
exatamente duas células. No entanto, podemos dar a S™ uma estrutura celular
diferente na qual cada uma das subesferas S* é um subcomplexo, olhando cada
Sk como sendo obtida indutivamente do equador S*~1 colando duas k-células,
as componentes de S¥ — Sk~ A esfera de dimensdo infinita S* = J, S™
entao se torna um complexo celular também. Note que a aplicagao quociente
S — RP* que identifica pontos antipodais de S* identifica as duas

n-células de S na unica n-célula de RP>.

Complexos celulares tém uma boa mistura de rigidez e flexibilidade, com
rigidez suficiente para permitir que alguns argumentos procedam numa com-
binacao padrao célula-por-célula e flexibilidade suficiente para permitir que
algumas construcoes naturais sejam executadas sobre eles de modo a obter

novos complexos celulares. Aqui estao algumas dessas construgoes.
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Exemplo 2.1.6. 1.Produto. Se X e Y sao CW-complexos entao X XY
tem a estrutura de um CW-complezo tendo como células os produtos ey’ X €j
onde ey’ percorre todas as células de X e ej percorre todas as células de Y.
Por exemplo, a estrutura celular do toro S* x S* (jd descrita) é obtida deste
modo considerando a estrutura celular padrao de S'. No caso geral existe, no
entanto, uma pequena complicacao: A topologia sobre X XY como um CW-
complexo € as vezes desprezadamente mais fraca do que a topologia produto,
com mais conjuntos abertos do que a topologia produto tem, embora as duas
topologias coincidam se X ou'Y tem um numero finito de células ou ambos X

e Y tém uma quantidade enumerdvel de células.

2.Quocientes. Se (X, A) é um par CW consistindo de um CW-complezo
X e um subcomplezo A, entao o espaco quociente X/A herda uma estrutura
celular natural de X. As células X/A sdo as células de X — A mais uma nova
0-célula, a imagem de A em X/A. Para cada célula €} de X — A colada por
0o 1 S — X" q aplicagdo colagem para a correspondente célula em
X/A € a composigio S — X1 — XL/ AL

Por exemplo, se damos a S qualquer estrutura celular e construimos D"
de S"~1 colando wma n-célula, entio o quociente D™/S™1 ¢ S™ com sua estru-
tura celular usual. Um outro exemplo, tome X como uma superficie orientdvel
fechada com a estrutura celular tendo uma unica 2-célula, e seja A o comple-
mentar dessa 2-célula (o 1-esqueleto de X ). Entao X/A tem uma estrutura
celular consistindo de uma 0-célula com uma 2-célula colada, e existe somente

uma maneira de colar uma 2-célula a uma 0-célula, pela aplicagao constante.

Assim X /A é S

3.Suspensao. Para um espaco X, a suspensao SX € o quociente de
X x I obtido pela deformagao de X x {0} a um ponto e X x {1} a outro
ponto. O exemplo motivador é X = S™, onde SX = S™ com os dois “pontos
de suspensao’no pdlo norte e sul de S™, os pontos (0,0,...,+1). Podemos

considerar SX como um cone duplo sobre X, a uniao das duas copias do cone

OX = (X x I)/(X x {0}).

N
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Se X ¢ um CW-complexo, entao também sio SX e CX wisto como quocien-
tes de X x I com a estrutura celular produto, sendo dado a I a estrutura celular
padrao de duas 0-células unidas por uma 1-célula. Uma propriedade especi-
almente util de suspensao € que nao somente espacos mas também aplicacoes
podem ser suspensas. Isto é, uma aplicacao f : X — Y suspende para
Sf:SX — SY, a aplicacao quociente de f x id; : X x [ — Y x I.

4.Join (Jungao). O cone CX € a unido de todos os segmentos de retas
ligando pontos de X a um vértice externo, e similarmente a suspensao SX é
a uniao de todos os segmentos de retas ligando pontos de X a dois vértices
externos. Mais geralmente, dados X e um sequndo espaco Y , pode-se definir o
espaco de todos segmentos de retas ligando pontos de X a pontos de Y . Isto é,
0 join (junc¢ao) X xY ¢é o espaco quociente de X xY x I sob as identificagies
(x,41,0) ~ (2,42,0) e (z1,y,1) ~ (22,y,1). Assim estamos deformando o
subespagco X XY x {0} em X e X xY x {1} em Y. Por exemplo, se X e Y
sao ambos intervalos fechados, estamos deformando as duas faces opostas de

um cubo sobre segmentos de retas de modo que o cubo se torna um tetraedro.
y —> <]

No caso geral, X xY contém copias de X eY e seus dois “extremos”, e

1

todos os outros pontos (x,y,t) em X Y estdo sobre um tunico segmento de
reta colando o ponto x € X C X %Y ao pontoy € Y C X %Y, o segmento
obtido por fizar x ey e considerar a coordenada t em (x,y,t) variando. Uma
boa maneira para escrever as coordenadas de X xY € como uma combinacao
linear formal t1x + toy com 0 < t; < 1 ety +ty = 1, submetendo as regras
0z + 1y =y e lx + Oy = = que correspondem exatamente as identificacoes na
defini¢ao de X Y. Da mesma forma um join iterado X; * - - - x X,, pode ser
considerado como o espaco de combinacoes lineares formais t1xq + - - + t,x,
com (0 < t; <let;+---+1t, =1 com a convengao que os termos 0 - t;
podem ser omitidos. Deste ponto de wista € fdacil ver que a operacao join €
associativa. Um caso especial que desempenha um papel central na topologia
algébrica € quando cada X; € somente um ponto. Por exemplo, o join de
dois pontos é um segmento de reta, o join de trés pontos € um triangulo, e

o join de quatro pontos € um tetraedro. O join de m pontos € um poliedro
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convexo de dimensao n — 1 chamado um simplexo. Concretamente, se 0s n
pontos sao os n vetores basicos padrao para R™, entao seus joins € o espaco
AP ={(ty,.. ., ty) ERY 1+ ...+t, =1, t; >0}

Se X eY sao CW-complexos, entao existe uma estrutura celular natural
sobre X =Y tendo os subespacos X eY como subcomplexos, com as células

restantes sendo o produto celular de X x'Y x (0,1).

5.Soma Wedge. FEsta é uma operacao trivial mas ainda muito util. Da-
dos espacos X e Y com pontos escolhidos xo € X e yg € Y, entao a soma
wedge X VY € o quociente da unido disjunta X [[Y obtido pela identifica¢do
de xo e yo em um tinico ponto. Por exemplo, SV St é homeomorfo a figura
“87, dois circulos se tocando num ponto. Mais geralmente, podemos formar a
soma wedge \/ , X, de uma colegcdo arbitrdria de espagos X, comecando com
a unido disjunta [[, X, e identificando pontos x, € X, em um tnico ponto.
No caso dos espacos X, serem CW-complexos e os pontos x,, serem 0-células,
entio \/, Xo € um CW-complezo pois ele € obtido do CW-complexo [, Xa
deformando um subcomplexo num ponto.

Em particular temos o bouquet de m-esferas: X = \/ SY, que tem
A€A
uma estrutura de CW-complezo n-dimensional, com wma tnica 0-célula, €,

e uma n-célula, €y , para cada elemento X\ de A. Em especial, o bouquet de

s

circulos X = \/ Sy € um CW-complezo 1-dimensional.
A€A

Notemos que para qualquer CW-complezo X, o quociente X"/X" ' é uma

soma wedge de n-esferas \/ X, com uma esfera para cada n-célula de X.

6.Produto Smash. Sobre um espaco produto X XY existem copias de X
eY, a saber X x {yo} e {xo} XY para pontos xog € X e yg € Y. Estas duas
copias de X eY em X XY se interceptam somente no ponto (xq,yo), assim
a uniao delas pode ser identificada com a soma wedge de X VY. O produto
smash X NY € entao definido como o quociente X x Y/X VY.

O produto smash X \'Y é um CW-complexo se X eY sao C'W-complezos

com xg € Yo como 0-células, assumindo que atribuimos a X XY a topologia
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de CW-complexo preferencialmente a topologia produto nos casos onde essas
duas topologias diferem. Por exemplo, S™ A S™ tem uma estrutura celular com
somente duas células de dimensao 0 e m + n, conseqientemente S™ N S" =
Smtn - Em particular, quando m = n = 1 vemos que deformando circulos

longitudinais e meridionais de um toro em um ponto produzimos uma 2-esfera,

isto 6, S' NS =T/(S'v St = 5%

E interessante observar que o espago de recobrimento de um CW-complexo

conexo é também um CW-complexo, mais precisamente:

Proposicao 2.1.1. Seja X um espaco topolégico conexo com estrutura de
CW-complezo. Considere X seu espaco de recobrimento e p : X — X a
projecio associada. Entdo X pode ser representado como um CW-complezo
de tal maneira que toda célula de X serd aplicada pela p topologicamente sobre
uma célula de X ([10], §6.9, Teorema 2, p. 251).

2.2 Grupo Fundamental e Adjuncao de 2 -

Células

Nesta secao estamos interessados em CW-complexos 2-dimensionais, anali-
sando como o grupo fundamental é afetado por colar 2-células. Seja X* um
espaco de Hausdorff, obtido de um espaco conexo por caminhos X pela ad-
juncao (ou colagem) de uma cole¢ao de 2-células abertas. Nosso principal ob-
jetivo ¢é determinar a relagao entre o grupo fundamental de X e de X*. Para
este propdsito, suponhamos que colamos uma colegao de 2-células €2, a € A, a
um espaco conexo por caminhos X via aplicacoes de colagem ¢, : S' — X,
produzindo um espago X*. Se so ¢ um ponto base de S (que podemos supor
igual a 1), entdo ¢, determina um laco baseado em ¢, (sg) (mesmo pensando
em lagos tecnicamente como aplicagoes I — X mais do que S' — X). Va-
mos denotar tal lago por ¢,. Para diferentes o’s os pontos bases ¢, (sg) desses
lagos ¢, podem nao coincidir (podemos ter ¢q, (o) # @a,(S0), s a1 # az).
Para corrigir isso, escolha um ponto base o em X e um caminho 7, em X
ligando zg a ©,(so), para cada a. Entao o produto de caminhos 7, * @4 * Ya,
onde 7, indica o caminho reverso de 7,, ¢ um laco em zy. Este laco pode nao
ser homotopicamente nulo em X (i.6, homotdpico a um lago constante), mas

certamente serd homotopicamente nulo apés a célula e ser colada.
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Assim o subgrupo normal N C m(X,zg) gerado pela classe dos lagos
Ya * Yo * Yo com « variando em A, estda contido no nticleo do homomorfismo

m (X, o) — m (X*, 20) induzido da inclusao X — X*.

Proposicao 2.2.1. Seja X* o espago obtido de X por adjunc¢ao (colagem) de

2

o, €N\, como acima. Entao a inclusao X — X*

uma colecao de 2-células e
induz wum homomorfismo sobrejetor m (X, xg) — m (X", 20), cujo nicleo é

N. Assim m(X*) ~ m(X)/N.

Demonstragao: Vamos expandir X* para um espaco Z um pouco mais
amplo que se retrai por deformacao sobre X* e é mais conveniente para aplicar
o Teorema de Van Kampen. O espago Z é obtido por colar faixas retangulares

So = I x I com a aresta inferior I x {0} colada ao longo de ~,, a aresta
2

o)

superior {1} x I colada ao longo de um arco em e, e todas as arestas da
esquerda {0} x I das diferentes faixas sao identificadas juntas. As arestas do
topo das faixas nao sao coladas a nada (s@o deixadas livres), e isso permite-
nos retrair Z sobre X*. Assim m(Z) ¢ isomorfo a m(X™*). Em cada célula
e escolha um ponto ¥y, (que niao pertence ao arco dos quais a faixa S, foi

colada).

Seja U = Z—J,ea{¥a}, entao U retrai por deformacao sobre X. Seja agora
V = Z — X (“as faixas unidas com as células”). Note que podemos escolher os
caminhos v, * @ *7a, @ € A de modo que V seja contréctil (e assim 7 (V') = 0)
pois se os caminhos 7,’s sdo como na figura acima (isto é, nao se interceptam)
isso ocorre; agora se, por exemplo, dois caminhos 7, € 75 tém um ponto x; em
comum podemos manter o caminho 7, e substitur 75 pelo caminho produto
Yo * Y3 onde v, ¢ a parte do caminho v, que vai de xy a z1 e y3 ¢ a parte do
caminho 5 que vai de z1 a pg(so) (repetindo esse procedimento para outro
pontos em comum, se necessario). Desse modo o Teorema de Van Kampen
aplicado & cobertura {U,V} de Z diz que a aplicagao induzida da inclusao
m(U) — m(Z) (que é isomorfo a (X)) é um epimorfismo cujo nicleo é

o subgrupo normal gerado pela imagem da aplicacao m (U (V) — m(U).
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Considerando que 71 (X) ~ m1(U), resta somente ver que (U [\ V) é gerado
pelas classes dos 1a¢os ¥, * @4 * Vo, ou melhor, lagos em U [V cuja imagem
em 7 (U) (através da aplicagao induzida da inclusdo) sdo homotépicos a esse
lacos. Isto pode ser obtido como uma outra aplicacao do Teorema de Van

Kampen. Note que U NV tem o mesmo tipo de homotopia que o bouquet

de circulos \/ S!. Considere a cobertura {U,; « € A} de UMV, onde cada
aEN
Uo=UNV — Upales —{ys}). Observe que U, retrai por deformacao sobre

um circulo em €2 — {y,}. Assim, m;(U,) =~ Z ¢ gerado (desconsiderando ponto
base) pela classe de um lago que da uma volta em torno de y, e a imagem
desse lago em (U (V) é homotdpico a um lago cuja imagem em m(U) é
homotdpico ao lago v, * @, * Vo (que pertence a X), e o resultado segue.

Corolario 2.2.1. Dado um grupo G qualquer, existe um CW-complexo 2-
dimensional Y, conexo por caminhos, tal que m (Y) é isomorfo a G. Se G
tem uma apresentacao com um numero finito de geradores e relagoes entao

podemos obter 'Y compacto.

Demonstragao: Escolha uma apresentagao de G, G = (A;B), ou seja,

G ~ F/R, onde F é livre gerado por A e R é o menor subgrupo normal de

F gerado por B (conjunto de relacoes). Tome X' = \/ Sl o bouquet de

a€A
circulos. Temos que X! é conexo e m(X!) ~ F ~ %,caZq (Exemplo A.4.9).

Para cada 8 € B, escolhemos uma aplicagao gg : Sé — \/ S = X1 tal
acA
que [gg] = f € B C F e usamos esta aplicagao para colar uma 2-célula efg a

X', Mais precisamente, cole a célula e% de modo que a aplicacao caracteristica
o5 D% — X leve U?, o interior do disco D?, homeomorficamente sobre e% e
a restricao ¢|3D%:Sé = gp. Sejaentao X? = X'{J (Ugep €3)- Temos que X* =
X? e X = X! satisfazem as hipéteses da proposigao anterior. Entao mj(X?) ~

m(XY)/R ~ F/R ~ G, como desejado. Agora se G tem uma apresentagao G =
<a17 Qg, ... alphanv 617527 st 7ﬁs> entao Y = (\/ S;zj) U (U 6%31) = (\/ Sclzj) U
j=1 i=1 j=1

S

e ue é compacto. [ |
Jei) a p
i=1

Observagao 2.2.1. A prova da Proposi¢ao anterior estd de acordo com [5]

mas também pode ser encontrada em [7] (Teorema 2.1, p. 213). Quando



Grupo Fundamental e Adjuncao de 2 - Células 47

X* € obtido de X por colar células de dimensoes maiores que 2, obtemos um

1somorfismo, como mostra o resultado sequinte:

Teorema 2.2.1. Se X* € obtido do espaco X pela adjuncao de células de

dimensao n, n > 2, entao a aplica¢ao inclusao de X em X* induz um isomor-
fismo de m (X)) sobre m (X™).

Demonstragao: ([7], Teorema 3.1, p. 214). |

Usando esses resultados podemos provar que o grupo fundamental de
um CW-complexo s6 depende do 2-esqueleto. Para tanto apresentamos pri-
meiramente o conceito de limite direto de um grupo ([9] §1.4, p. 22) e um

lema.

Definigao 2.2.1. (Limite Direto de Grupos) Sejam G, uma familia de gru-
pos indexada por algum conjunto de indices parcialmente ordenado I tendo a
propriedade que para cada par o, 3 € I existe v € 1T com a < v e [ < 7.
Tal T é chamado um conjunto direto. Suponha que para cada par o < (3
tem-se um homomorfismo foz 1 Go — Gpg, tal que foo = idg, para cada
a, e sea < B <y entao foy, € a composicio de fog com fz,. O conjunto
{Go, fap, @ < B, ae fem 1}, de grupos e homomorfismos é chamado um
sistema direto de grupos. A partir desse sistema de grupos podemos definir um
grupo, denominado “limite direto” e denotado por “lim G.” da seguinte ma-
neira: Defina uma relagdo de equivaléncia sobre o conjunto [[, Go por a ~b
se foy(a) = f3,(b) para algum v, onde a € G, e b € Gg. (Aqui estamos su-
pondo que tal conjunto seja formado por grupos disjuntos, visto que podemos
substituir G, por uma cdpia isomorfa). Esta relagao € claramente reflexiva e
simétrica, e a transitiva seque da propriedade de conjunto direto. Tal relagao
pode também ser descrita como a relagao de equivaléncia gerada pelo conjunto
a~ fap(a). Quaisquer duas classes de equivaléncia [a] e [b] tem representantes
a' el pertencentes ao mesmo G, assim defina [a].[b] = [a'.V/]. Pode-se checar
que essa operacao estd bem definida e dd uma estrutura de grupo ao conjunto

das classes de equivaléncia. Tal grupo € que denotamos por lim G.

Observagao 2.2.2. (1) Se os grupos G, sao todos abelianos entao lim G,
¢ isormorfo ao grupo quociente da soma direta ®.G, pelo subgrupo H
gerado pelos elementos da forma a — fop(a) para a € G, onde vemos

cada G, como um subgrupo de ®.,G,. A aplicagio que associa cada
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classe de equivaléncia [a] a classe lateral de a, aH, é um homomor-
fismo de lim Go no grupo quociente [I,Go/H, com inversa induzida
pela aplicagao . a; — > [a;], para a; € G, ([5] Secdo 3.3, p. 243).

(2) Uma situagao interessante é quando I = N (ou um subconjunto qualquer
de Z.), os grupos G,, n € N sao encaizantes e os homomorfismos

fmn : Gon — G, para m < n, sao as inclusoes.

Lema 2.2.1. Seja X um espaco topolégico, e para cada inteiro n seja X,

um subespaco de X, conexo por caminhos, contendo o ponto base xy de X.

Assuma que os subespagos X,, sao encaixantes, isto €, X, C X, 11 para todo
oo

n, que X = U X, e que para todo subconjunto compacto A de X existe um

n=1

inteiro n tal que A C X,,. Sejam i, : m(X,) — m(X) e
Jmm @ T1(Xm) — m(X,), m < n, homomorfismos induzidos pela inclusao.

Entao:

a) Para todo o € m (X)), existe um inteiro n e um elemento o' € m (X,,) tal

que i, (') = a.

b) Se 5 € m(Xn) e in(B) = 1, entdo existe um inteiro n > m tal que

c) Se 0os homomorfismos jn n41 SGo monomorfismos, para todo n, entio cada i,

é também um monomorfismo e w1 (X) € a unido dos subgrupos i, (m1(X,,)).
Demonstracao: ([7], Exercicio II, 4.11, p. 67). |

Observacao 2.2.3. : O resultado anterior nos diz que, nas hipdteses acima,

m(X) € o limite direto da sequéncia de grupos mi(X,) e homomorfismos jm, .

Teorema 2.2.2. Seja X um CW-complero conexo. A aplicacdao inclusdo do

2-esqueleto X* em X induz um isomorfismo de w1 (X?) em m (X).

Demonstracao: Considere a sequéncia de subespacos de X: Xy, = X2,
o 2-esqueleto de X, X3 = X2 o 3- esqueleto, e assim por diante, isto é,
X, = X" Temos que X,, C X,,.1e X = U X,,. Do Teorema 2.2.1 obtemos

n=2
que Jpni1 (X)) — m (X" sdo isomorfismos para n > 2. Assim, sao

monomorfismos, e pelo lema anterior, i, : m(X") — m(X) sdo também
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monomorfismos e m(X) = U in(m(X™)). Além disso, da sobrejetividade,

n=1
segue que J, pp1(m (X™)) = m (X™H), para n > 2. Como o diagrama seguinte

7T1(Xn) Z—n>71'1()()

jn,n+1 7
In+41

™ (Xn-i—l)

¢é comutativo, temos que  iy41(Jpnnt1(m1(X"))) = i, (m1(X™)). Logo, da sobre-
jetividade e, comutatividade do diagrama, obtemos que

i3(m1(X?)) = i3(ja3 (M1 (X?)) = ia(mi (X?)).
Também  ig(71(X*)) = i4(J3a(m(X?)) = i3(m (X?)) = ia(m (X?)).
Prosseguindo assim temos:
I 1 (M1 (X)) =t (1 (M (X)) = dn (1 (X)) = i (m (X)) = ...

o0

= i5(m (X?)). Logo m (X) = U in (T (X™)) = dg(m1(X?)). Assim iy é sobre-
n=2
jetora. Portanto iy ¢ isomorfismo de 71 (X?) em 71(X). [

2.3 Aproximacao Celular e Torre de Postnikov

O objetivo principal dessa secao é apresentar alguns importantes resultados re-
lativos a CW complexos, com destaque para Aprozimacgao Celular para Pares,
o que nos da como consequéncia, sob certas hipoteses, uma condicao suficiente
para um par de CW-complexos (X, A) ser n-conexo. A seguir computamos o
grupo de homotopia no nivel n, n > 2, de um bouquet de n- esferas, fina-
lizando com o Teorema da Torre de Postnikov, que é fundamental na prova
da existéncia de K(G,n)- espacos. Outros conceitos e resultados como Pro-
priedade de Extensao de Homotopia e o Teorema de Whitehead sao também

apresentados.

Propriedade de Extensao de Homotopia: Um fato interessante é que
todo par CW, (X, A), tem a propriedade de extensao de homotopia. Tornare-

mos isso mais preciso a seguir:

Definig¢ao 2.3.1. Um par (X, A) tem a propriedade de extensdo de homotopia
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se toda aplicagio H : X x{0}UAXI — Y pode ser estendida a uma aplicagio
H:XxI—Y,

Notemos que dizer que (X, A) tem a propriedade de extensao de homotopia
é equivalente a dizer que para qualquer aplicacao fy : X — Y e homotopia
H: AxI — Y de fy |4 podemos estender H a uma homotopia H:XxI—
Y de forma que H(z,0) = fo: X — Y.

Proposigao 2.3.1. (1) Se (X,A) é um par CW, entao X x {0} UA X I é
um retrato por deformacao de X x I e consequentemente (X,A) tem a

propriedade de extensao de homotopia.

(2) Se o par (X, A) satisfaz a propriedade de extensio de homotopia e A é
contrdactil, entao a aplica¢ao quociente q : X — X /A € uma equivaléncia

de homotopia.
Demonstracao: ([5] Proposigoes 0.16 e 0.17, p.15 e 16). |

Uma vez que CW complexos sao construidos usando aplica¢oes de colagem
cujo dominio sao esferas, ¢ de se esperar que os grupos de homotopia de CW
- complexos carreguem um grande ntumero de informacgoes. O Teorema de

Whitehead torna isso explicito:

Teorema 2.3.1. (Teorema de Whitehead)

Se uma aplicacao [ : X — Y entre CW-complexos conexos induz isomorfis-
mos fy : (X)) — m,(Y) para todo n, entao f é uma equivaléncia de homo-
topia. No caso em que f € a inclusao de um subcomplero X — Y, a conclusao

€ mais forte: X € um retrato por deformacao de Y.
Demonstragao: ([5], Teorema 4.5, p. 346).

Ressaltamos que para a prova do Teorema de Whitehead usa-se o seguinte

resultado (técnico) conhecido como Lema da Compressao:

Lema 2.3.1. (Lema da Compressao) Sejam (X, A) um par CW e (Y, B) um
par qualquer com B # (). Para cada n tal que X — A tem células de dimensdo
n, assuma que m,(Y,B,yo) = 0 para todo yo € B. Entdo toda aplica¢io
f (X, A) — (Y, B) é homotdpica, relativamente a A, a uma aplicagio de X
em B. Quando n = 0, a condi¢ao que mo(Y, B, yo) = 0 para todo yy € B €

para ser entendida como sendo o par (Y, B) 0-conexo.
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Demonstracao: ([5] Lema 4.6, p. 346).

Observagao 2.3.1. (1) O Teorema de Whitehead nao diz que dois CW -
complexos X e Y com grupos de homotopia isomorfos sao equivalentes
por homotopia, pois hd uma grande diferenca entre dizer que X e Y
tém grupos de homotopia isomorfos e dizer que existe uma aplica¢ao
f: X — Y que induz isomorfismos sobre todos os grupos de homotopia.
Por exemplo, considerando X = RP? ¢ Y = S? x RP*® tem-se que
m(X) ~ Zy ~ m(Y), e usando o fato que o recobrimento universal de
X eY sdo, respectivamente, S? e S? x S, que S ¢é contrdctil e que a
projecao de recobrimento induz isomorfismos nos grupos de homotopia,
para j > 2, obtém-se que m;(RP?) ~ 7;(S?) ~ m;(5? x S*) ~ m;(5% x
RP>), se j > 2. Mas RP? ¢ S x RP> ndo tém o mesmo tipo de
homotopia visto que seus grupos de homologia sao diferentes: S* x RP>

tem homologia nao nula em um numero infinito de dimensoes pois ele
retrai sobre RP>([5], capitulo 4, p. 348).

(2) Um caso muito especial em que o tipo de homotopia de um CW-complezo
¢ determinado por seus grupos de homotopia é quando todos 0s grupos de
homotopia sao triviais, pois entao a aplicacao inclusao de uma 0-célula
no complexo induz um isomorfismo sobre 0s grupos de homotopia e assim

o complexo se retrai por deformacao sobre a 0-célula.
O Lema seguinte sera utilizado quando falarmos em Torre de Postnikov.

Lema 2.3.2. (Lema da Extensao) Dados (X, A) um par CWe f: A—Y
uma aplicacao com'Y conexo por caminhos, entao f pode ser estendida a uma
aplicagio ¢ : X — Y se m,_1(Y) = 0 para todo n tal que X — A tem células

de dimensao n.
Demonstracao: ([5] Lema 4.7, p. 348).

Definicao 2.3.2. Sejam X e Y CW-complexos. Uma aplicagio f: X — Y

¢ chamada uma aplica¢ao celular se satisfaz f(X™) C Y™ para todo n.

Teorema 2.3.2. (Teorema da Aproximacdo Celular) Toda aplicagao
f: X — Y de CW-complexos é homotopica a uma aplicagao celular. Se f
ja € celular sobre um subcomplexo A C X, a homotopia pode ser tomada como

sendo estacionaria sobre A.
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Demonstracao: ([5] Teorema 4.8, p. 349).

Observagao 2.3.2. Com o resultado acima podemos justificar que m;(S™) =0
se 1 < n. De fato, considere [a] € m;(S™), entao a : S* — S™. Pelo teorema
acima existe uma aplicacdo o : S — S™ celular que € homotdpica a . Como
o € celular e i < mn entao a imagem de o contém apenas um ponto (a 0-célula
eV € S"), ou seja, o' € uma aplicagdo constante. Logo [a] = [a/] = 0 e portanto

mi(S") =0 sei < n.

Proposicao 2.3.2. (Aproximacdo Celular para Pares) Toda aplicagao
f (X, A) — (Y, B) de pares CW pode ser deformada através de aplicagoes
(X, A) — (Y, B) a uma aplicagao celular. Além disso, se f é celular sobre
um subcomplexo L de X entdao a homotopia de f a uma celular pode ser tomada

estaciondria sobre L.

Demonstracao: Consideremos a restricio f |4: A — B. Pelo teorema
da aproximagao celular podemos deformar f |4 a uma aplicagao celular g4 :
A — B através de uma homotopia Hy : A x I — B tal que Ha(z,0) =
fla (@) e Hy(z,1) = ga(z).

Agora, como um par (X, A) de CW-complexos tem a propriedade de ex-
tensao de homotopia (Proposi¢ao 2.3.1), considerando H : X x {0}UA X —
Y tal que H(z,0) = f(z), H(a,t) = Ha(a,t) € B (paraz € X e (a,t) € AXI),
segue que H pode ser estendida a uma aplicacao H:XxI —Y. As
sim considerando g(z) := ﬁ](m,l), temos que f ~ g, com g [4= ga que
é celular sobre A € X e H(a,t) € B para todo (a,t) € A x I. Nova-
mente pelo teorema da aproximacao celular, existe uma homotopia [if entre
g e uma aplicagao celular g; : X — Y, com ﬁ] estacionaria sobre A, as-
sim ﬁ(a,t) = ﬁ(a,O) = ¢g(a) € B. Logo obtemos de f ~ g e g ~ g1,
que f ~ g com g; celular (e essa homotopia é dada através de aplicagoes
(X, 4) — (Y, B)). D

Corolario 2.3.1. Um par de CW-complexos (X,A) é n-conexo se todas as
células de X-A tem dimensdo maior que n. Em particular o par (X, X") é
n-conezo, dai a inclusio X™ — X induz isomorfismos m;(X"™) — m;(X) para

1 <i < n euma sobrejecao de m,(X") — m,(X).

Demonstracao: Um elemento de 7;(X, A, zy) pode ser visto como uma
classe de homotopia de uma aplicagao f : (D, S ! x¢) — (X, A, x¢). Apli-

cando a aproximacao celular para pares, temos que f pode ser deformada
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através de aplicagoes (D, S 1) — (X, A) a uma aplicacio celular g. Assim
[f] = lg], com g celular. Em particular g ¢ celular sobre S*~! e assim no-
vamente pela aproximacao celular para pares obtemos que g ¢ homotdpica a
uma aplicagao g; : (D%, S71) — (X, A) (que é celular) por uma homotopia
estaciondria sobre S*~!. Da hipdtese que as células em X — A tem dimensao
maior que n, segue que X' = A’ (mesmos i-esqueletos) para i < n. Como
g1 6 celular, g;(D%) C X = A’ ou seja, Im(g;) C A. Assim, pelo critério
da compressao (Proposicao 1.3.1), [g1] = 0, [f] = [g] = [¢1] = 0 e portanto
mi(X, A, x9) =0 para i <n.

Claramente as células em X — X" (se existir) tem dimensao maior que n e
assim (X, X™) é n-conexo.

Agora para a ultima afirmacao, considere a seguinte parte da seqiiéncia

exata longa de homotopia do par (X, X™) (Proposigao 1.3.2)
- (X, X7 wo) — mi( X", ) — (X, 20) — (X, X", m0) — -

Sei<n-—1,entao i + 1 < n e assim m; (X, X", 29) = 0 = m (X, X", x0).
Logo, para i < n, obtemos isomorfismos m;(X", z9) — m;(X,zo). Quando

i =n, como m,(X, X" z9) = 0, temos a sequéncia exata:
n

(X ) — (X, 29) — 0
portanto a sobrejecao afirmada.

O resultado seguinte nos da o célculo de m,(\/,, S%) a partir de 7,,(S™) e da

sequéncia exata longa do par.

Proposicao 2.3.3. 7,(\/,S%) ~ @©aZq, para n > 2, mais precisamente
1,(\V,, S%) € abeliano livre tendo como base as classes de homotopias das in-

~ n n
clusoes S — \/, S~.

Demonstracao: Suponhamos primeiro que ha somente um numero fi-
k

nito de somandos Sy , ..., Sy, . Podemos olhar \/ Sg. como o n-esqueleto do

i=1
k

k
produto H Sy, onde a S ¢ dado a estrutura usual de CW e H S, tem
i=1 i=1

k
a CW estrutura do produto. Observe que HSZZ tem células de dimensoes
i=1
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mﬁltiplas de n mais especificamente, de dimensées 0, n, 2n, ..., kn. Assim o

par H . \/ Sk.) € (2n—1) - conexo pois H S, € obtido de \/ Sa. pela ad-
=1 =1
Juncao de Celulas de dimensao maior ou igual a 2n, e obviamente, 2n —1 < 2n.

(Por exemplo, S7 x S3 x S7 = (eYUe}) x (eJUe2) x (eJUe2) =e’U(e3UcU
e2) U (e, Uely Uegy) U el tem células de dimensdes 0, 2, 2.2 = 4, 3.2 = 6.
3 3

Ainda, H S? é obtido de \/ S? por adjuncao das células e}y, iy, €3, €°.)
i=1 i=1
Dai, concluimos, usando o Corolario 2.3.1 (visto que o (2n-1) - esqueleto
k k

k
de X = HSZ é igual a \/S;l1 ) que a inclusao \/Sg — HSQ induz
= =1 i=1 i=1

k

um homomorfismo de 7rj(\/ Si.) em Wj(H Si.) que é um isomorfismo para
i=1 i=1
J < 2n — 1 e uma sobrejecao para j = 2n — 1. Em particular, temos um

isomorfismo no nivel j =n Visto quen <2n—1sen > 2.
Agora, sabemos que 7, ( HS” ~ @F 7, (SI) e cada m,(S1) é isomorfo

ao grupo Z. Assim, ®F 17Tn(5”) ~ @®F | Z,., o grupo abeliano livre tendo
k k

como base as inclusoes S — H ;€ portanto obtemos Wn(\/ Su) =~
i=1 i=1

”(H Sh) =~ ®F | 7Z,, para todo n > 2. Isto para o caso de um niimero

i=1
finito de somandos S7’s.
Consideremos entao o caso geral (com infinitos somandos S%’s). Para re-

duzir esse caso ao caso finito, considere o homomorfismo
¢ 1 Bamn(SY) — 7Tn(\/ Sy) induzido pelas inclusoes S} — \/SZ Entao

¢é sobrejetora pois toda aplicacao f : S" — ST representando um ele-
J p P G a P
«

mento de 7Tn(\/ SP), tem (visto que S™ é compacto) imagem compacta contida

«
na soma wedge de um numero finito de S’s, isto €, existe & € N* tal que
k

Im(f) C \/ Si.. Logo, pelo caso finito (ja provado), concluimos que existe
i=1
u € @ ma(Sy,) C @ama(Sy) tal que d(u) = [f], ou seja, [f] € Im(¢).
Para concluir que ¢ é injetora observemos que se [f] = 0 em 7Tn(\/ S,

isto é, f é homotdpica a uma constante, entao a (nulo)homotopia
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n

H:S"xI— \/ SI tem imagem compacta e assim I'm(H) C \/ S, (soma

«

a i=1
n

wedge de um nimero finto de esferas), ou seja, f é homotépica em \/ Sa &
i=1
uma aplicagao constante. Dai a injetividade também segue do caso finito. W

Finalizando essa se¢ao mostramos um resultado fundamental para a cons-

trucao dos K (G, n)-espagos:

Definicao 2.3.3. Uma Torre de Postnikov para uma espaco conexo por cami-

nhos X € um diagrama comutativo (como abaizo) tal que:

X3

X

.

X—X

(1) cada aplicagao X — X,, induz um isomorfismo m;(X) — m;(X,) para

1< n,
(2) m(X,) =0, para @ > n.

Teorema 2.3.3. (Torre de Postnikov) Para todo CW-complezo conexo X
en > 1, podemos construir espagos X, D X tais que m;(X) ~ m(X,) para
i <mnem(X,) =0 sei>n. Além disso essa seqiéncia se encaira num

diagrama comutativo como acima. Ou seja, X tem uma Torre de Postnikouv.

Demonstragao: Escolha aplicacoes celulares ¢, : S"! — X, onde
[0a], @ € A geram m,,1(X) (podemos supor ¢, celulares pois pelo Teorema
da Aproximacao Celular, considerando que X e S™! sao CW-complexos, toda
aplicacao v : S""' — X é homotépica & uma aplicacao celular ¢ : S"!1 —
X). Use estas aplicagoes para colar células ¢"™? a X, formando um CW-
complexo Y = X [J(U,, ext?).

Considere o par (Y, X). Entao, Y — X tem células de dimensao n+2 > n+1.
Logo pelo Corolério 2.3.1, (Y, X) é (n+1) - conexo. Usando a sequéncia exata

longa de homotopia para o par (Y, X) obtemos (de maneira similar ao que feito
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na demonstragao do referido corolario para (X, X™)) que a inclusao X — Y
induz isomorfismos m;(X) — m;(Y) parai <n+1 (oui < n).

Para ver que m,1(Y) = 0, seja [p] € m1(Y), p: S"™ — Y. Como
antes, existe pela aproximacao celular hg : S"™ — Y tal que p ~ hy e
Im(hy) C X. Assim podemos associar um elemento em 7,.1(X) dado pela
classe de b : S"*' — X onde h(u) = ho(u) para todo u € S"+1.

Suponha que a aplicagio h seja um gerador para m, 1 (X), entdo js([h]) = 0
em 7,(Y), pois pela construgao inicial foi colado via h uma célula de dimensao
n+2em X CY. Mas 0= j;([h]) = [ho] = [p]. Logo mpi1(Y) = 0. Agora, se h
nao for um gerador para m,1(X), ele é um produto de geradores e da mesma
forma temos [p] = j:([h]) = 0.

Obtemos entdo um espago Y tal que m(X) ~ m(Y), para ¢ < n e
Tnt1(Y) = 0. O processo pode ser repetido com Y no lugar de X e n subs-
tituido por n + 1, de modo a obter um novo espago Yy =Y (J(Uj eg+3) com
Tnt2(Y2) = 0 (visto que anexamos (n + 3) - células), m,41(Y2) ~ m,11(Y) =0
e m(Ye) ~ m(Y) ~ m(X) se i < n. Depois de infinitas iteragoes temos
estendido X para um CW-complexo X,, obtido de X por anexar células de di-
mensao maior ou igual a n+ 2, tal que a inclusao X — X,, induz isomorfismos
mi(X) ~ m(X,) para i <n e m(X,) =0, para i > n.

Finalmente, aplicando o Lema da Extensao (Lema 2.3.2) temos que a inclusao
X — X, pode ser estendida para uma aplicacao X,,.;1 — X,,, pois X, 11 é
obtido de X anexando células de dimensao n+3 ou maior, e m;(X,,) = 0, para
1 > n, obtendo assim um diagrama comutativo como acima, ou seja uma Torre

de Postnikov para X. [ |

Observagao 2.3.1. (1) Pode-se olhar os espagos X,, como truncagoes de X
que produzem, sucessivamente, melhores aproximacoes para X quando n

cresce.

(2) A Torre de Postnikov para X, dada no resultado anterior, é unica a
menos de homotopia ([5], Coroldrio 4.19, p. 355).



Capitulo 3

Espacos de Eilenberg Mac-Lane

3.1 Definicao e Propriedades

Definicao 3.1.1. Seja G um grupo. Um espago topologico conexo X tal que
(X)) = G em(X) =0sei #n (n>1), é chamado um espago de
Eilenberg Mac-Lane do tipo (G, n), ou simplesmente, um K(G, n) -

espaco. E usualmente denotamos tal X por K(G,n).

Exemplo 3.1.1. O espaco S* = {(z,y) € R* 22 +y*> = 1} com a topologia
usual é um K(Z,1), pois 71(S') ~ Z e m,(S') = 0, para todo n > 2 (esta

dltima afirmacao seque do fato que R é o recobrimento universal de S*).

Proposicao 3.1.1. Sejam G e L grupos. Se X é um K(G,n) eY ¢é um
K(L,n) entio X XY éum K(G® L,n) .

Demonstracao: Segue do fato que 7;(X x Y) ~ 7;(X) @ 7;(Y),Vj > 1.
|

Note que se X é um K(G,n)eY éum K(L,m), com n # m entdo X x Y
nao ¢ um K (G & L,r) para nenhum 7, pois m,(X X Y) =G e 1, (X xY) =L
esej#nej#mentao (X xY)=0.

Para o caso n = 1, a condigao m;(X) = 0 para i > 1, pode ser substituida
(quando o espago tém recobrimento universal do mesmo tipo de homotopia de
um CW-complexo) pela condigdo de que X tem um espago de recobrimento

universal contractil, como veremos na

Proposicao 3.1.2. Um CW-complezo X é um K(G,1) - espago se, e somente

se, m(X) = G e o espago de recobrimento universal de X € contrdctil.

o7
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Demonstracao: Suponhamos que X seja um K(G,1). Entao, por de-
finicdo, m(X) ~ G e m(X) = 0, k > 2. Seja X o recobrimento universal
de X e considere p : X — X a projecao associada. Essa aplicacdo induz
um isomorfismo py : m(X) — m(X), Vk > 2. Logo m(X) = 0, Vk > 2.
Como X é recobrimento universal de X, entdo 7;(X) = 0. Assim temos que
T (X) = 0,Vn. Agora considere f : X — {z0} a aplicacdo constante. Essa
aplicagio é continua e induz um isomorfismo f; : m,(X) — m,({xo}). Entdo,
pelo Teorema de Whitehead (Teorema 2.3.1), f é uma equivaléncia de homo-
topia, ou seja, X tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto. Portanto X

é contractil. A reciproca é obvia. ]

3.2 Existéncia dos K(G, n) - Espagos

Estamos interessados no seguinte problema: Dado um grupo G'en > 1, sempre
existe um CW-complexo que é do tipo K (G, n) (supondo G abeliano se n > 2)?

Conforme veremos, a resposta é afirmativa.

Vejamos inicialmente o caso n=1.

Teorema 3.2.1. Para qualquer grupo G podemos construir um CW-complexo

do tipo K(G,1).

Demonstracao: Dado um grupo G, como ja visto anteriormente (Co-
rolario 1.2.1) constréi-se inicialmente, a partir de uma apresentagao de G ~
F/R, onde F ¢ livre gerado por A (conjunto de geradores) e R é o menor

subgrupo normal de F' gerado por B (conjunto de relagoes), um 2-complexo

Y = (\/ Sh U ( U e3) tal que m,(Y) = G. Usando o Teorema 2.3.3 (Torre

acA pseB
de Postnikov) obtivemos a partir de Y, por colar células de dimensao maior ou

igual a trés, um espago X = X7 de modo que m(X) =m(Y)=Gen;(X) =0
para j > 2, isto é, obtivemos um K (G, 1)-espago. |

Observacao 3.2.1. Note que, de acordo com a demonstracao anterior o pri-
meiro espago X, da Torre de Postnikov jd nos dd o espago K(G, 1) desejado.
No entanto ¢é interessante observar que para obter Xy, em alguns casos, temos

que colar células infinitamente (vide Exemplo 3.3.4).
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Nosso objetivo agora é a constru¢ao de um K (G, n) - espago com n > 2.

Para tanto necessitamos de alguns resultados.

Teorema 3.2.2. (FEzcisao para grupos de homotopia) Seja X um CW-complexo
que € decomposto como a unido de subcomplexos A e B com intersec¢cdo nao
vazia C = AN B. Se (A,C) é m - conexo e (B,C) é n - conexo, m,n > 0,
entao a aplicagao m;(A,C) — m;(X, B) induzida pela inclusao € um isomor-

fismo para i < m +n e uma sobrejecao para i =m + n.
Demonstragao: ([5], Teorema 4.23, p. 360).

Proposicao 3.2.1. Se um par CW, (X, A), é r - conexo e A é s - conexo,
com r,s >0, entao e aplicagao m;(X, A) — m;(X/A) induzida pela aplicagdo
quociente X — X /A é um isomorfismo para i < r+ s e uma sobreje¢do para
1=1r+s+1.

Demonstracao: Considere X |JCA | o complexo obtido de X colando
um cone C'A ao longo de A € X. O cone CA (Exemplo 2.1.6- Join) é
a unidao de segmentos de reta ligando pontos de A & um vértice externo p.
Entao C'A é homotépico ao conjunto unitério p (por exemplo tome a ho-
motopia linear H : CA x I — CA; (z,t) — tp+ (1 —t)z). Ou seja,
C'A é um subcomplexo contractil de X [JCA. Assim a aplicagdo quociente
XJocA L (X|UCA)/CA = X/A é uma equivaléncia de homotopia visto
que o par (X|JCA, CA) é um par CW e portanto tem a propriedade de
extensao de homotopia (Proposigao 2.3.1). Conseqiientemente ¢ induz um iso-
morfismo de m;(X |JCA) em m; (X |JCA)/CA) = m;(X/A). Assim temos o

diagrama comutativo

NT/

(X UCA)
onde o isomorfismo vertical vem da seqiiéncia exata longa
. — m(CA) — m(XUCA) — m(XUCA,CA) — m;_1(CA) — - --

e do fato que C'A é contractil. Donde obtém-se da comutatividade, um iso-

morfismo (X UCA,CA) — m(X/A) (%).
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Ainda, da sequéncia exata longa para o par (CA, A),
LT WZ(A) — WZ(CA) — 7TZ'(CA, A) — 7TZ‘_1(A) —

do fato que A é s-conexo (por hipdtese) e que CA é contractil, obtemos que
mi(CA, A) =0 parai < s+ 1, isto é, (CA, A) é s+1-conexo.

Agora usando o resultado anterior (Ezcisdo para Grupos de Homotopia -
Teorema 3.2.2) para o espago X = X UCA, C = X NCA = A e os pares
(X,A) r - conexo e (CA, A) s+1 - conexo, concluimos que o homomorfismo
mi(X,A) — m(XUCA, CA), induzido pela inclusdo, é um isomorfismo para
1 <r+s+1euma sobrejegao parat=1r+ s+ 1.

Logo, considerando o isomorfismo (*) acima, concluimos que m;(X, A) —
mi(X/A) é um isomorfismo para ¢ < r+ s é uma sobrejecao para i = r + s+ 1.

Lema 3.2.1. O espaco A = \/ S (bouquet de n-esferas) n > 2, € (n—1)—

acA
conexo.

Demonstragao: Para j < n—1, seja [p] € m;(A4), com ¢ : S9 — A. Pelo
Teorema da Aproximacao Celular, ¢ ~ ¢ : S7 — A, com 1) celular. Agora o
J- esqueleto de A, A7, j < n —1 ¢ um ponto (a tnica O-célula) uma vez que
A nao possui células de dimensao j, para 0 < 7 < n — 1 e portanto, ¥ é a
aplicacao constante. Dai [p] = [¢)] = 0. Assim 7;(A) =0, para j <n — 1, ou

seja, A é (n — 1)-conexo. [

Proposicao 3.2.2. Para todo grupo abeliano G e n > 2, existe um CW-

complexo (n — 1)-conexo, de dimensao n + 1 tal que m,(X) ~ G.

Demonstracao: Como no caso n = 1, considere uma apresentacao do
grupo G, G =< A;B >, ou seja, G ~ F'/R onde F é o grupo livre gerado por
a € A e R,normal a F, é o subgrupo gerado pelo conjunto de relacoes 3 € B.
Notemos que nesse caso, como (G é abeliano, F' é abeliano livre.

Para cada gerador o associamos uma n-esfera S}. Entao, considerando o

espagco \/ S temos, do fato que n > 2 (Proposicao 2.3.3), que
acA
T ( \/ St >~ Baecaly ~ F.
acA
Cada relacao € B C F entre os geradores a’s pode ser realizada como
uma classe em 7, ( \/ S%), [pgl, representada por uma aplicagao
acA



Existéncia dos K(G,n)- Espagos 61

wg: S" — \/ S.. Considere o CW-complexo X obtido de \/ S, anexando

acA acA
(n + 1)-células eg“ via g, preservando ponto base,

X=(VsnlJe.

acA B

Note que X" = \/ SP. que o par (X, X™) é n-conexo (Corolario 2.3.1) e
acA
que X" é (n — 1)-conexo (pelo Lema anterior). Logo, pela Proposigao 3.2.1,

o homomorfismo 7;( X, X") — m;(X/X™), induzido pela aplicagdo quociente
X — X/X" é um isomorfismo para i < 2n—1 (e uma sobrejecao parai = 2n).

Em particular, considerando os casos n+1 e n, e o fato que X/ X" = \/ Sg“,
BeB
obtemos que

o T (X, X™) >~ 1 (X/X™) = 7 ( \/ S’ﬁ”l) = @peBZg, 0 grupo abe-

seB
liano livre gerado pelas aplicacoes caracteristicas [ps] das células eg“, e
o (X, X") >~ m,(X/X") =0 (visto que X/ X" = \/ S5t én - conexo).

BeB
A sequéncia exata para o par (X, X™) nos da:

o 1 (X, X7) = BpenZs 2 ma(X™) 5w (X) B (X, X = 0.
Pela exatidao da sequéncia, Im(iy) = ker(jy) = m,(X). Entdo, pelo Teorema
do Homomorfismo, m,(X) = Im(iy) ~ m,(X™)/ker(is). Agora, o operador
bordo 0 leva as aplicagoes caracteristicas [¢g] nas classes [pg], assim Im(0) =
([¢s], B € BY = ®pepZp = R. Dali, ker(iy) = Im(0) = R, e entao temos

(X)) 2 w0 (X™) Jer(iy) = mo(\/ Si)/Im(9) = F/R ~ G.
acA
Para ver que X é n—1 conexo, raciocinamos como no Lema anterior, isto €,
usamos o fato que toda aplicacao ¢ : S — X é homotdpica a uma aplicacao
celular (teorema da aproximagao celular) e que tal aplicagao serd constante se
1< n. |

Teorema 3.2.3. Seja G um grupo abeliano qualquer e n > 2 um inteiro.

Entao existe um CW-complezo do tipo K(G,n).

Demonstragao: Dado um grupo abeliano G e n > 2 | pela Proposicao
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anterior, existe um CW-complexo (n —1)-conexo X, de dimensao n+ 1 tal que
m(X) >~ G. Usando o Teorema 2.3.3 (Torre de Postnikov) para X pode-se
construir uma sequéncia de espagos X,, tal que m;(X,,) ~ m(X) parai < m
e m(X,,) = 0 para ¢ > m. Em particular, para m = n, e considerando
Z = X, temos m;(Z) ~ m(X) parai < n e m(Z) = 0 para i > n. Assim
mi(Z) ~m(X)=0,paral <i<n-—1 m(2) ~m(X)=Gem(Z) =0 para
i >mn, ouseja, Z é um K(G,n) - espago. [ |

3.3 Exemplos

Exemplo 3.3.1. Jd vimos que o circulo unitdrio S* é um K(Z,1)-espago. Note
que uma apresentacdo para G = 7Z é < «,() >. Nesse caso, considerando a
construgao de K(G,1) - espacos, tomamos inicialmente o “bouquet” com um
inico circulo S* = SL e como nao hd relagoes nao necessitamos colar 2-células
para obter um CW-complexo 2-dimensinonal X com m(X) = Z. Temos ainda
que 7;(S*) = 0,V > 2 e assim, o X1 construido na Torre é o S* e portanto
St ¢ um espago do tipo K(Z,1). Um raciocinio similar nos dd que o bouquet
Y = \/ S ¢ um K(F,1), onde F € o grupo livre gerado por A.
acA
Exemplo 3.3.2. O toro T? é um K(Z ® Z, 1) - espaco. Temos que Z & Z

~ F/R, onde F' é um grupo livre gerado por {ay,as} e R é o menor subgrupo

2
normal de F contendo a relagdo B = ajasa;'ay'. Considere X' = \/SZ1
=1

2

(figura oito). Entao 7T1(\/ S!) ~ Z x Z. Colemos uma 2-célula €* em X', a
i=1
partir da relacio 3 = ajoea; ayt, para obtermos o CW-complexo

2— dimensional X* = X'Ue* com m(X?) = (Z*Z)/R ~ Z & Z. Agora
X2=T?= S5 x St e 7j(T?) = m;(R?) = 0,Vj > 2. Portanto T? é um espago
do tipo K(Z & 7Z,1) . Notemos que esse é um caso em que foi necessdrio colar
uma 2- célula para obter o complexo 2-dimensional com grupo fundamental
ZBZ mas o complexo obtido ja é um K(Z®Z,1) e assim nao houve necessidade
de usar a Torre de Postnikov, uma vez que o espago X1 = T? jd tem 7; trivial

para j > 2.
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Exemplo 3.3.3. Superficies fechadas com grupo fundamental infinito, em ou-
tras palavras, superficies fechadas que ndo sejam S* e RP?, sao K(G,1)-
espacos. Isto seque do fato que as unicas superficies sem bordo que sao sim-
plesmente conexas sio S* e R? (resultado da teoria de superficies), de modo
que recobrimento universal de uma superficie fechada com grupo fundamental
infinito deve ser R* (pois o recobrimento universal nesse caso é ndao compacto
visto que as fibras sao subconjuntos discretos que estao em correspondéncia
com o grupo fundamental que é infinito), e R* € contrdatil. Ainda, superficies
nao fechadas sio K(G,1) - espagos com G livre, pois tais superficies se re-
traem por deformagcao sobre grafos, e o grupo fundamental de um grafo € livre
( [7], VI Teorema 5.1), além disso possuem grupos de homotopias superiores
triviais.

Exemplo 3.3.4. O espago projetivo real infinito dimensional RP*, é um
K(Zs,1) - espago. Para isso, notemos que o grupo ciclico G = Zo tem como
apresentacio G =< «; o? >. Consideremos o grupo livre F' ~ 7Z com um
gerador o e X' = S*. Colemos uma 2-célula em X' a partir da relagdo o, o
espago Y = X2, assim obtido, satisfaz m (X?) = Zy e pode ser identificado com
o espaco RP%. Temos entao um CW-complexo 2- dimensional que tem grupo
fundamental Zy. Agora my(RP?) ~ m5(S?) ~ Z # 0, assim precisamos usar
a construgao na Torre de Postnikov para obter o espaco “X;7 desejado. Ou
seja, temos que adicionar células de dimensoes superiores (n > 1+2 = 3). De
fato, nesse caso o processo € infinito, isto €, adicionamos uma célula em cada
dimensio: RP? C RP2Je? e m(RP?) ~ m(RP?) ~ Zy, m(RP?) = 0 mas
m3(RP3) ~ w3(S?) =~ Z # 0 (tem um gerador). Anexamos entio mais uma
célula de modo a obter um espago (o RP* = RP3|Je'), que agora satisfaz
1 (RPY) =~ Zy, m(RP*) = m3(RPY) = 0 mas m(RP?) ~ m4(SY) ~ Z # 0,
continuando o processo (Torre de Postnikov), obtemos o espago X1 = RP>,

que € um K(Zs, 1)-espago.

Observagao 3.3.1. Podemos concluir que RP* é um K(Zs,1) por verifi-

car que seu recobrimento universal ¢ S°°. Uma homotopia entre a aplicacao
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identidade de S e uma aplicacao constante pode ser construida como se-
gue: Primeiro definimos H : R® x I — R*® por H((z1,22,...), t) =
(1 —t) (21, 2, ...) + (0,1, 29, ...). E claro que H(.,t) leva vetor ndo nulo em
vetor nao nulo. Entio K : S®° x I — S%°; K(z,t) := H(x,t)/||H(z,t)|],
onde x = (1,3, ...), dd uma homotopia entre a aplica¢io identidade de S
e a aplicagao g : (x1,29,...) — (0,21,22,...). Agora uma homotopia en-
tre g e a aplicagcao constante é dada por L : S® x I — S, L(x,t) =
S(x,t)/]|S(x,t)||, onde S(x,t) = (1 —t)(0, 21,2, ...) + (1,0,0,...).

Exemplo 3.3.5. Generalizando o exemplo anterior, podemos construir um
K(Z, 1)- espago como um espago de Lens de dimensao infinita L,, = S /Z,,
onde Ly, atua sobre S (visto como a esfera unitiria em C*> ) pela multi-
plicagao por escalar pela m-ésima raiz da unidade, um gerador desta acao é a
aplica¢ao (21, z2, . ..) e%(zl, Z9,...). Pode-se verificar que esta é uma agdao
no espago de recobrimento e que L, € um K(Z,,,1)- espaco.([13], Teorema
2.10.10-demonstracao, p. 86)

Exemplo 3.3.6. A partir dos exemplos anteriores, e do fato que um produto
K(G1,1) x K(G,1) € um K(G1 x Ga,1) podemos obter espagos K(G, 1) para
todo grupo abeliano finitamente gerado G. Para tanto basta lembrarmos que um
grupo abeliano finitamente gerado € isomorfo a um produto de grupos ciclicos
infinitos e finitos. Assim basta tomar o espago formado por produtos de circulos

e espacgos de Lens de dimensao infinita.

Exemplo 3.3.7. Exemplos de K(G,n)- espagos, paran > 2, sao raros. Pode-
se verificar que o espago CP* é um K(Z,2) e consequentemente generalizar

esse exemplo tomando um produto de CP*>’s para obter um K(G,2) com G
um produto de Z’s ([5], p. 365).

3.4 Consideracgoes Finais

(1) Observemos que 7 (T?) ~ Z & Z é um grupo sem tor¢ao e T2 é um CW-
complexo de dimensao finita. Agora m(RP>) ~ Z,, Zy é um grupo de
torcao e RP> é um CW-complexo de dimensao infinita. De fato, usando
cohomologia de grupos pode-se mostrar que se G tem torcao entao nao
existe um CW-complexo finito que seja K(G,1). ([5], Proposi¢ao 2.45,
p. 149 ou [2], Corolario 3.2.1)
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(2)

Seja Y um CW-complexo. Entao existe uma bijecao entre [Y, K(G,n)] e
H™(Y, G), onde [X,Y] representa as classes de homotopia das aplicagoes
de X em Y e G é um grupo abeliano. A prova desse resultado pode ser
feita usando teoria de cohomologia ([5],Teorema 4.57, p. 393) ou obtida

como uma aplicacao da teoria de obstrucao ([11], Teorema 8. 10, p. 428).

Pode-se mostrar a unicidade dos espacos K (G, n)’s a menos de homotopia
([5], Teorema 1B.8, p. 90 para o caso n = 1; Proposigao 4.30, p. 366

para o caso n > 2 ).

Os K (G, 1)- espagos, estabelecem uma relagao entre a cohomologia de
grupos e a de espagos uma vez que, para cada k, o grupo de (co)homologia,
HY(G, M), de um grupo G com coeficientes em um ZG-médulo M é iso-
morfo a H*(X, M), onde X ¢ um K(G,1) - espago e M ¢ um sistema de
coeficientes locais para X associado ao ZG-médulo M ( [1] II. Proposigao
4.1; IIL. § 1, p. 59).



Apeéendice A

Grupo Fundamental

A.1 Caminhos Homotépicos e o Grupo Fun-

damental

Definicao A.1.1. Um caminho num espago topologico X € uma aplicag¢ao
continua o : I = [0,1] — X. Os pontos a(0) e a(l) sao chamados pontos
inicial e final de o, respectivamente. Caminhos o e 3 com pontos iniciais e
finais comuns, «(0) = (3(0) e a(1) = (1), sao ditos equivalentes se existe uma

aplicagcao continua H : I x I — X tal que

H(t,0) = a(t), H(t,1) = (5(t), tel,
H(0,s) = a(0) =£(0), H(l,s)=a(l)=p(1), sel,

A aplicacio H é chamada uma homotopia entre o e 3. Para um dado
valor de s, a restricao de H a I x {s} é chamada o nivel s de homotopia e é

usualmente denotada por H(-,s), Hy(-) ou hs(-).

Definicao A.1.2. Um lago num espago topologico X é um caminho o em X
com a(0) = «(1). O walor comum do ponto inicial e ponto final é chamado
ponto base do lago. Dois lagos a e 3 com mesmo ponto base xy sao ditos
equivalentes, ou homotopicos modulo xg, se sao equivalentes como caminhos.
Em outras palavras, o e 3 sao homotdpicos médulo xqo (denotado por a ~, ()
desde que exista uma homotopia H : [ x I — X tal que

H('a()):aa H(~,1):ﬁ,

H(0,s) = H(1,s) = zo, sel.

Como H(0,s) e H(1,s) tém sempre valor o, independente da escolha de s

66
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em [0,1], as vezes se diz que o ponto base xq “fica fixro do comego ao fim da

homotopia”.

Exemplo A.1.1. Os caminhos o e 3 no plano, representados na figura sao

equivalentes.

Uma homotopia H que mostra a equivaléncia entre os caminhos € definida por
H(t,s)=s-0(t)+ (1—s)-at), com (t,s) € I x I. A homotopia essencial-
mente “puxa o na direcao de 37 sem perturbar os pontos finais. Se o espago
tivesse um buraco entre os tracos dos caminhos v e 3, entao eles nao seriam

equivalentes.
O seguinte lema sera muito 1til nesta segao.

Lema A.1.1. (Lema da Colagem ou Lema da Continuidade) Seja X um
espaco topologico com subconjuntos fechados A e B tais que X = AU B.
Sejam f: A —Y eqg: B —Y aplicagdes continuas tais que f(x)=g(z) para
cada x em AN B. Entdo é continua a aplicagao h : X — Y definida por
f(x), se z€ A

h(z) =
(@) g(zr), se € B.

Demonstragao: Seja V' C Y um subconjunto fechado. Temos que
(V) = fFH(V)U g (V) é fechado em X, uma vez que f e g continuas
implicam que f~}(V) e ¢~ }(V) sao fechados em A e B, respectivamente, e
conseqiientemente em X, pois A e B sao fechados em X. Agora, a uniao finita

de fechados ¢ fechado, e entao h=*(V) é fechado. Logo h é continua. [

Teorema A.1.1. Os resultados sequintes sao vdlidos:

(a) Equivaléncia de caminhos € uma relagdo de equivaléncia sobre o conjunto
dos caminhos num espaco X .

(b) Equivaléncia de lagos é uma relagao de equivaléncia sobre o conjunto dos

lacos em X com ponto base x.
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Demonstragao: Provemos o item (b). Considere o conjunto dos lagos
em X tendo como ponto base xy. Qualquer lago é equivalente a ele mesmo
pela homotopia F(t,s) = a(t), (t,s) € I x I. Entao a relagao ~,, é reflexiva.
Suponhamos a ~,, 5. Assim existe uma homotopia H : [ x I — X tal que

H(-,0)=«, H(,1)=0, H(0,s)=H(l,s) =z, secl.
Entao a homotopia H(t,s) := H(t,1—3s), (t,s) € I x I mostra que 3 ~, a.
Pois, H(-,0)=H(,1)=8, H(-,1)=H(-,0) =«
H(0,8) = H(0,1—3s)=H(1,1—5)=H(1,s) =z, Vs € I.
Logo a equivaléncia de lacos é uma relagao simétrica.
Admita agora que os lagos a, 3 e 7y sao tais que o ~,, 5 e 3 ~,, 7. Entao

existem homotopias H e K tais que

H:IxI—X; K:IxI—X,
H(-,0) = a, K(-,0) =3,
H(71):Ba K(al):77

H(0,s) = H(1,s) = o, K(0,s) = K(1,s) = x.

A homotopia desejada L : I x I — X é entao definida por

Lit.s) H(t,2s), se Ogsgé
78 -
K(t,2s—1), se +<s<1.

Assim
L(-,0)=H(-,0)=«, L(-,1)=K(-,1)=1.
H(0,2s) = 0<s<!
L(,s) = 4 H0:28) =20, NS
K(0,2s =1) =z, 5<s<1L
H(1,2s) = 0<s<li
L1, s) = { A2 =20 S
K(1,2s—1) =125, 5<s<1

A continuidade de L segue do Lema da Colagem (A.1.1) com A = [0,3] e

B =[3,1]. Assim o ~y, 7, logo ~,, é uma relacio de equivaléncia. [

Definigao A.1.3. Se a e (3 sao caminhos em X com «(1) = (3(0), entdo o

caminho produto o x 3 € definido por

(awmﬂz{

Observemos que a continuidade de « % # é uma consequéncia imediata do

Lema da Continuidade (A.1.1). Pensando na varidvel ¢ como tempo, um cami-
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nho a em X ( ou melhor o seu trago) pode ser pensado como o deslocamento
de um ponto comecando em «(0) e tragando um caminho continuo até a(1).
Um produto a * 3 é entao visualizado como segue: o ponto que se movimenta
comega em «(0) e percorre o caminho o com o dobro da velocidade normal e
chega em «(1) quando ¢t = % O ponto entao percorre o caminho 3 com o dobro
da velocidade normal e chega em (1) no tempo t = 1. Note que a condigao

a(0) = [(1) é necessaria para que o produto de caminhos seja continuo.

Lema A.1.2. Suponha que o, o', 3 e 3 sdao lagos num espaco X, todos com
ponto base xq e satisfazendo as relagoes o~y & € 3 ~,, . Entdo o produto

ax*x (3 ed x 3 siao homotdpicos, mddulo xg.

Demonstracao: Temos que «, o, §, ' : [ — X com a ~,, o e

B~y /. Entdo existem homotopias H e K tais que

H:IxI—X; K. IxI—X;
H(-,0)=a«a, H(-,1) =/, K(-,0)=p, K(-,1)=0,
H(0,s) = H(1,s) = xo, K(0,s) = K(1,s) = x.

Agora queremos uma homotopia entre aw* e o/ x 3. Tome L : [ x [ — X

Lit.s) H(2t,s), 0<t<1
78 -
K2t —1,s), <t<1.

definida por

Temos entao que

H(2t,0), 0<t<i a(2t), 0<t<t

L(t,0) = . 2 = X 2 = (axB)(1),
K(2t—1,0), 5<t<1 Bt—-1), <t<l1

€
H(2t,1 0<t<i (2t 0<t<i

pen=g TR DEE _pal DR
K(2t-1,1), 5<t<1 get-1), 5<t<l

Definicao A.1.4. Considere a familia de lacos em X com ponto base xy. Ho-
motopia modulo xoy € uma relagao de equivaléncia nesta familia e além disso
a particiona em classes de equivaléncias disjuntas. Denote por o] a classe
de equivaléncia determinada pelo lago o. A classe [a] é chamada a classe de

homotopia de o. O conjunto de tais classes é denotado por m (X, xg). Se [af
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e [B] pertencem a m (X, xy) entdo o produto [a] o [3] é definido como seque:
[a] o [8] = [a = 0],

onde « * [ indica o produto de caminhos. O lema anterior assequra que o

produto o estd bem definido em m (X, xg), e o teorema sequinte mostra que

m1 (X, zg) € um grupo com a operagao o. Tal grupo é chamado o grupo funda-

mental de X em xq, ou o primeiro grupo de homotopia de X em xy, ou ainda

o grupo de Poincaré de X em x.
Teorema A.1.2. O conjunto m (X, xg) é um grupo com a operagdo o.

Demonstragao: Para mostrar que (X, z) é um grupo temos que mos-
trar que: existe um lago ¢ para o qual a sua classe [c] é o elemento neutro para
a operagao o, que todo elemento [o] tem um simétrico, a saber [a] = [a]!,
e que a multiplicacao o é associativa. Vamos provar cada uma dessas propri-
edades separadamente, através dos trés lemas seguintes (lemas (A), (B) e
(©)).

Lema A.1.3. (A) m(X,x¢) tem um elemento neutro [c] onde ¢ € o lago

constante cujo unico valor € xy.

Demonstragao: O lago constante ¢ é definido por ¢(t) = xg, t € I. Se «

¢ um laco em X baseado em zg, entao

Zo, 0
a2t —1),

(cxa)(t) = {

1
2
Mostrar que [c¢ * o] = [a], requer uma homotopia H : I x I — X tal que

H(-,0) =cx*a, H(-, 1) =qa,
H(0,s) = H(1,s) = x, sel.

Definindo

IN

Zo, 0<
H(t,s) = a(2t+8—1) 1os
s+1 7 2

Podemos ver que H satisfaz as condi¢oes da homotopia desejada pois

1—s
2

IN
~

<1,

<t<1?t
H(t0)={ " 0=t=3 = (c* a)(t),
a2t — 1), <t<l1.

N[

t=20
Hit,1)=1{ " = aft),
a(t), 0<t<1,
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e H(0,s) =, H(1,s) = a(l) = zo.
2t -1
Ainda, H é continua pelo Lema da Continuidade (A.1.1) visto que drs- ]

+1
¢ uma aplicacdo continua de (¢,s) e as duas partes da definicao de H coin-

cidem quando ¢t = ~—°  Provamos entio que se [a] € m (X, zg), entdo
[c]o[a] = [exa] = [a]. Logo [c] é um elemento neutro & esquerda de 1 (X, zq).

Observemos que para obter a homotopia H, determinamos a equagao da reta
1—s

1
que passa pelos pontos (5, 0) e (0,1), obtendo s =1—2tout = e assim

-5
,S).

Consideramos entao a aplicacao

[0, ﬁ] - X

2
t|—>.1'0

para s fixado, o ponto (

€ a composta

[452,1] — [0, 1] — X

2t+s—1 2+s—1
t - — = a(—
s+ 1 s+ 1

)7

de acordo com o diagrama mostrado na figura seguinte:

o ° a0

—~
n‘,
i
a
2

09)

oy 0
©.0) RE T ¢

Para ver que [¢] é também um elemento neutro a direita, isto é, que [axc| =

[a] considere a homotopia definida por

2t ), o0<t<s=H

sy = G

2
o, H$E <<l
Para obter H', consideramos as aplicacoes

[Ovﬂ] - [Oal] — X

2t ( 2t
— o
s+ 1 s+ 1
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e
(551 - X
t — Zo.-

Das afirmagoes anteriores concluimos que [¢] é o elemento neutro para a operagao
o em m (X, zp). |

Lema A.1.4. (B) Para cada classe de homotopia [a] em 7 (X, zo), 0 inverso
de [a] com respeito d operacio o e o elemento neutro [c] é a classe [a™'] onde

a~Yindica o caminho inverso (ou reverso) de o, a (t) ;= a1l —1t), tel.

Demonstragao: O caminho o '(f) = a(1 —t) (comumente chamado o
inverso ou o reverso do caminho «) inicia em a(l) = xy e percorre a mesma

“rota”de «, porém no sentido contrdrio. Temos que provar que [a] o [a™!] =
1 1

cf = laolal, ouseja, axa " ~ c~ a " *xa Vejamos primeiro que
1 . -v- . . .
c~ axa . Note que
a(2t), 0<t<i
(axa H(t) = (2t) Lo
a(2-2t), Lf<t<l

Grosseiramente falando, a homotopia H a ser definida sera tal que, fixado
s €0,1]:
e para t € [0, 5], o caminho H(t) := H(t,s) parte de a(0) = x e vai, via a,

até a(s),

s

2

e para t € [1 — £, 1] o caminho H,(t)“parte de a(s) = o '(1 — s) e vai, via

al até a7H(1) =z

e para t € [3,1— 3], o caminho fica “estacionado” em a(s) e,

Assim, para s € [0, 1] temos que considerar as aplicagoes:

0,2] — [0,s] — X
t — 2t — a2

21-2 — {s} — X
t — s = as)

1] — [1—-s1] — X
t —  2t—1 — a}2t-1)
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A homotopia é entao definida por

a(2t), 0<t<s2
H(t,s) =< a(s), s <t<1—3
al(2t—-1), 1-2<t<1,

Pelo Lema da Continuidade(A.1.1) H ¢é continua, e temos

a(2t), 0<t<0 a(0) = xo,
H(t,0) = ¢ a(0) = x, 0<t<1 =4 a0)=mz, =ct), Vt,
a2t —-1), 1<t<1 a~ (1) = xo,
a(2t), 0<t<1
H(t,1) = { a(l), t=1  =(axa ™)),
at(2t-1), $<t<1

e H(0,s)=a(0)=xzy, H(l,s)=a(1)=ux.
=lalefa™].

Analogamente, tomando o homotopia H' : I x I — X definida por

Logo ¢ ~ axa™ !, ou seja, [c] = [axa~

a~1(2t), 0<t<$
H'(t,s) =< a~l(s), s <t<1—3
a2t—1), 1-:<t<1,
temos que ¢ ~ a~ ! * «, isto é [c] = [a7! xa] = [a7!] o [a]. Portanto a classe
[@™1] é o elemento simétrico de [a] em 71 (X, z). |

Lema A.1.5. (C) A operagao o € associativa.

Demonstracao: Sejam [o], [3] e [y] membros de m (X, zg). Queremos
provar que ([a]o []) o [y] = [a] e ([0 [7]), ou equivalentemente, [(a* () +7] =
[ov (8% 7)].

Sabemos que

1

B D<i<!] a(4t), 0<t<t

((a*ﬁ)*v)(t):{ N VSIS = sy, dses
7 e yt—1), L<t<i,
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Y

(1.00(3,0) (L,0) ¢

(2t) 0<t<i a(20),
WNBM%@)Z{E;*SQP_H l;t;i =< B4t —2),
7 o=t (4t — 3),
Para um s fixo, consideremos as aplicagoes
0,=H] — [0,1]] — X
; 4t ( 4t )
— o
s+ 1 s+ 1
[%’ %] I [07 1] — X
t — At—(s+1) — p[At—(s+1))
[%a 1] - [07 1] — X
4t — (s +2) 4t — (s +2)
t -~ @7 - 7
2—5 = 2—s )

Defina entao H : I x I — X por

4t
— 0<t<stl
o) <t<
H(t,s) = Blt—(s+1), =H<t<82
At — (542
e !
— S

Temos que H é continua e satisfaz

a(4t), 0<t<4
H(t,0)=4q Bt+1), <t<g =((axf)=y)1),
y(2t-1), 3<t<1

74

0<t<s
1 3
3 SUS g
2<t<1
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a(2t), 0<t<j
H(t1) = § 00 -2) 2SEST =(ax (),
W) F<t<]

e H(0,s)=a(0) =9, H(1,s) = (1) = .
Logo ((a* B) %) ~ (a* (B %)). Isto completa a prova que o é associativa e

prova finalmente que (71(X, zg), o) é um grupo, como afirmado. |

Definicao A.1.5. Um espaco X € conexo por caminhos se cada par de pontos
de X pode ser ligado por um caminho. Em outras palavras, se xoy € x1 Sao
pontos em X entao existe um caminho em X com ponto inicial xoy e ponto

final z1.

O resultado seguinte nos mostra que o grupo fundamental de um espaco

conexo por caminhos independe do ponto base.

Teorema A.1.3. Se um espagco X € conexo por caminhos e xy e 1 sao pontos

de X, entdao os grupos m (X, zg) e m (X, x1) sao isomorfos.

Demonstragao: Seja p : I — X um caminho tal que p(0) = zg e
p(1) = z;. Se a é um lago baseado em g, entao (p~' * a) * p é um lago
baseado em z; onde p~' denota o caminho reverso de p:

p ) =p(1—1), 0<t< 1.
Definimos uma aplicagao P : m(X,z9) — m(X,z1) por P([a]) =
[(p7 xa) xp], [a] € m (X, 7). Pode-se verificar que a imagem de uma
classe [a] em m1(X,zg) é independente da escolha do caminho « que repre-
senta a classe, e entao P esta bem definida. Para mostrarmos que P é um
isomorfismo algumas observagoes sao necessarias. Primeiro: O Lema (B) mos-
tra que [px p~t e [p~! * p] sdo os elementos neutros de 71 (X, zo) e 7 (X, 21),
respectivamente. Segundo: O Lema (C) pode ser facilmente modificado para
mostrar que quaisquer caminhos (nao necessariamente fechados) «, 3,7, para
os quais (a* ) xy e ax([*7) estao definidos, os produtos triplos indicados

“Lxa)*p|, podemos ignorar o paréntese interior

sao equivalentes. Assim em [(p
e simplesmente escrever [p~! x ax p|, j4 que a classe de equivaléncia é a mesma
independente do modo em que os termos do produto sao associados. Agora

considere [a] e [f] em 711 (X, xg), entao

P(la]o[8]) =P(laxpB])=[p"xaxBxpl=[p xaxpxptxbxp|
=[p xaxplo[pt* Bx p] = P([a]) o P([]).
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Logo P é homomorfismo. Agora, a aplicacao @ : m (X, z1) — m (X, x0)
definida por Q([o]) = [p*xox p '], [0] € (X, x1) é a inversa de P. De fato,
para [a] € m (X, z0), Q(P([a])) = Q([p! xaxp]) = [pxp ' xaxpxpt] =
[pxp~ola]o[p*p~'] = [a]. Entao a composta Qo P é a aplicagao identidade
sobre 7 (X, xg), e por simetria, observamos que a composta Po() é a identidade

sobre (X, z1). Logo os grupos fundamentais indicados sao isomorfos. |

Por causa do teorema anterior, a mencao a um ponto base para o grupo
fundamental de um espaco conexo por caminhos é, as vezes, omitida. Vamos
em geral nos referir ao “grupo fundamental de X” e escrever 7 (X) quando
X for conexo por caminhos, ja que o mesmo grupo abstrato serd obtido inde-
pendente da escolha do ponto base. O teorema nao garante, no entanto, que
o isomorfismo entre 71 (X, zg) e m (X, 1) é Gnico; caminhos diferentes podem
conduzir a isomorfismos diferentes. Ha situacoes em que é importante especifi-
car o ponto base. Quando comparamos, por exemplo, grupos fundamentais de
dois espacos X e Y através uma aplicacao continua f : X — Y, é necessario

especificar o ponto base de cada espaco.

A.2 O Grupo Fundamental de S*

Esta secao é dedicada a determinar o grupo fundamental do circulo unitario.
Serd conveniente considerar o circulo unitdrio S' como um subconjunto do
plano complexo. Vamos considerar R? como o conjunto de todos os complexos
T = 11 +iTy, onde i = \/—1. Assim S' = {x +yi; 2?4+ y*> = 1}. Considere a
aplicacao p : R — S definida por
p(t) = exp(2mit), t € R.
Aqui exp denota a aplicacao exponencial no plano complexo. Em particular,
se t € R, entao
exp(2mit) = cos(2mt) 4 i(sen(27t)).
Note que p leva cada inteiro n € R em 1 € S! e envolve cada intervalo

[n,n + 1) exatamente uma vez em torno de S' no sentido anti-horrio.

Definicao A.2.1. Se 0 : I — S € um caminho, entdo um caminho & :
I — R tal que po o = o é chamado um levantamento do caminho o para
a reta real R. Se F : I x I — R é uwma homotopia, entao uma homotopia

F:IxI—Rta quepoF =F, é chamada um levantamento de F.
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Teorema A.2.1. (Propriedade do Levantamento de Caminhos) Se o : I —
St ¢ um caminho em S* com ponto inicial 1, entdo existe um tunico levanta-

mento ¢ : I — R tal que o ponto inicial é 0.

Demonstragao: Seja U; o arco aberto em S comecando em 1 e cami-
nhando no sentido anti-horéario até —i, e seja U o arco aberto de -1 até ¢, no

sentido anti-horéario, como mostra a figura.

U

Entao U; e U, sao conjuntos abertos em S', U; UU, = St e

p )= U nt D), o0 = U - gont )

n=—oo n=—oo

Note que p leva cada intervalo (n,n + 2) homeomorficamente sobre U; e
cada intervalo (n — %, n + i) homeomorficamente sobre Us.

Daremos uma idéia intuitiva da prova. Subdivida o dominio do caminho
o em secoes tais que cada secao estd contida em U; ou Us. Se uma secao
particular estd contida em U, escolhemos um dos intervalos V = (n,n + %)
e consideramos a restrigao p |y, A composigao de (p |y)~! com esta secao do
caminho “levanta”a secao para uma secao de um caminho em R. O mesmo
método se aplica para secoes que estao em U,. Para garantir a continuidade nés
precisamos ter cuidado para que o ponto inicial de uma dada secao levantada
seja o ponto final da secao levantada anteriormente.

Este método é aplicado indutivamente como segue. Seja € o ntmero de
Lebesgue para uma cobertura aberta {o~'(U;),071(Uy)} de I. Escolha uma
sequéncia 0 =ty < t; < ... <t, =1 de numeros em [ tal que cada par suces-
sivo difere de pelo menos . Entao a imagem o([t;,t;11]) de um subintervalo
[tiytit1], 0 <i<mn—1, deve estar contido em U; ou Us.

Agora, o([tg, t1]) deve estar contido em Uy pois o(ty) = o(0) = 1 & U;. Seja

11

Vi = (=3, ) e defina & em [ty, ;] por

(t) = (p [v) "o (t).
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Procedendo indutivamente, suponha que o foi definido sobre o intervalo
[to, tx]. Entao o([tg,tr+1]) € U onde U estd em Uy ou Us. Seja Viyq a com-
ponente de p~!(U) onde 7(t;) pertence. Note que Vj;; é um dos intervalos
(n,n+3) ou (n—3,n+1). Entao p |v,,, é um homeomorfismo, e a extensao

de & para [ty, tg11] é obtida definindo

5(t) = (p o) "' (0(1), t € [t trsa].

A continuidade de & é garantida pelo Lema da Continuidade pois as segoes
levantadas concordam nos pontos finais t;. Esse passo indutivo estende a
defini¢ao de & para [to, t,] = I.

Para provar que ¢ é um levantamento tinico suponha que ¢’ também satisfaz

poo’ =o,e d’(0) =0. Entdao o caminho & — ¢’ tem ponto inicial 0 e

p((t) = o'(t)) = p(6(1))/p(o’(t)) = o(t)/o(t) =1, L€,

entdo 6 — ¢’ é um levantamento do caminho constante cujo tnico valor é 1.
Como p aplica somente inteiros para 1, entao d—o tem somente valores inteiros.
Assim, como [ é conexo, & — ¢’ pode ter somente um valor inteiro. Este tinico
valor deve ser um valor inicial, 0. Além disso, 6 — o’ = 0, assim ¢ = ¢’. O

requerido levantamento ¢ é entao tunico. [ |

Corolario A.2.1. (Propriedade do Levantamento de Caminho Generalizada)
Se o é um caminho em S' e r é um nimero real tal que p(r) = o(0), entdo

existe um unico levantamento o de o com ponto inicial r.

Demonstragao: O caminho o/0(0) é um caminho em S* com ponto inicial
0(0)/o(0) = 1 e além disso tem um unico levantamento 1 com ponto inicial
0. O caminho & : I — R definido por &(t) =r +n(t), t € I, é o requerido
levantamento de ¢ com ponto inicial 7. A unicidade de ¢ segue da unicidade
de n. [ |

Proposicao A.2.1. (Propriedade do Levantamento de Homotopia)
Se F: I x I — S'éuma homotopia tal que F(0,0) = 1, entio existe um

inico levantamento de homotopia F: I x I — R tal que F(0,0) = 0.
Demonstracao: A prova é similar a do teorema anterior. [ |

Definigao A.2.2. Seja o um laco em S' com ponto inicial 1. A propriedade

do levantamento de caminho garante que existe exatamente um levantamento
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a de o com ponto inicial 0. Como,

1= (1) = p(a(1)) = exp(2mia(1)),
entao (1) € um inteiro. Este inteiro é chamado o grau do lago c.

Proposicao A.2.2. Dois lagos o e 3 em S* com pontos bases 1, sio equiva-

lentes se, e somente se, eles tém o mesmo grau.

Demonstragao: Sejam & e B os levantamentos de « e 3, respectivamente,
tendo ponto inicial 0 em R. Suponha primeiro que « e § tém o mesmo grau
entdo @(1) = 3(1). Defina uma homotopia H : I x I — R por

H(t,s) = (1 —s)a(t) +sp(t), (t,s)elxI.
Entao H demonstra a equivaléncia de & e B como caminhos em R. Note,
em particular, que H(1,s) é o grau comum de « e [ para cada s em [. A
homotopia
poH :IxI— St
mostra a equivaléncia de a e 3 como lacos em S!.

Suponha agora que « e 3 sao lacos equivalentes em S* e que K : I xI — S?!

¢ uma homotopia tal que

K(,0)=a,K(,1)=08,K(0,s) = K(1,s) =1,s € I.
Pela propriedade do levantamento de homotopia existe K : [ x I — R tal
que K(0,0) = 0epoK = K. Entdo (po K)(0,s) = K(0,s) =1, s e .
Segue que K (0, s) é um inteiro para cada valor de s. Como I é conexo, K (0, )
tem somente o valor K(0,0) = 0. Um argumento similar mostra que K(1,-) é
uma aplicacao constante. Como (p o K)(-,0) = K(-,0) = a e (po K)(-,1) =
K(-,1) = 3 entdo K(-,0) = a e K(-,1) = 3 sdo os tinicos levantamentos de o
e 3, respectivamente, com ponto inicial 0. Assim
grau(a) = a(1) = K(1,0) = K(1,1) = A(1) = grau(d),

e portanto o e § tém o mesmo grau. [ |

Teorema A.2.2. O grupo fundamental 7, (S*) é isomorfo ao grupo aditivo Z

dos inteiros.

Demonstragao: Considere 71(S?, 1), e defina a aplicacao
deg : m (S, 1) — Z; [a] — deg([a]) := grau(a).
A proposigao anterior garante que deg esta bem definida e é injetora. Vejamos
que deg leva m1(S', 1) sobre Z. Seja n um inteiro. O lago v em S' definido
por y(t) = exp(2mwint) é coberto pelo caminho ¢t — nt, t € I, e além disso

tem grau n. Entao deg([y]) = n. Suponha que [a] e [3] estdao em (S, 1).
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Mostremos agora que deg([o]o[5]) = deg([a])+deg([3]). Se & e 3 sio os tinicos

levantamentos de [a] e [(] que comecam em 0, entdo o caminho f : I — R

[ a2, 0<
ft) = { a(l)+p@t—1), 1<

definido por

¢ o levantamento de « * # com ponto inicial 0. Assim grau(ax ) = f(1) =
a(1) + B(1) = grau(a) + grau(f), e portanto,
deg([a] o [8]) = grau(a x §) = grau(a) + grau() = deg([a]) + deg([F]). ®

A.3 Homomorfismo Induzido e Equivaléncia

de Homotopia

Nesta se¢ao estudaremos inicialmente o efeito, no grupo fundamental, de uma
aplicacao continua entre dois espacos. Veremos também que o grupo funda-
mental é um invariante topolégico. A seguir examinaremos uma relacao de
equivaléncia para espagos topoldgicos que foi introduzida por Hurewicz em
1936. Tal relacao é mais fraca do que homeomorfismo, mas forte o suficiente

para garantir que espacos equivalentes tém grupos fundamentais isomorfos.

Definicao A.3.1. Dados X e Y espacos, vg € X, yg € Y, e f: X =Y
uma aplica¢ao continua tal que f(xo) = yo. Entao f induz uma aplica¢ao bem
definida fyu : m(X, xo) — m(Y, vo) dada por fu(la]) = [f o al, que € um
homomorfismo. Tal homomorfismo € chamado homomorfismo induzido pela

aplicagao f em .

Para verificar que fy estd bem definida, temos que mostrar que a ~ f3
implica foa ~ fof. Mas de a ~ 3, segue que existe uma homotopia
H: I x1I— X entre a e 3, relativamente a xy. Definimos entao a aplicacao
K:IxI—Y por K= foH. Claramente K é uma homotopia entre foa e
f o relativamente a f(xg). Logo fu estd bem definida. Além disso fu é um

homomorfismo de grupos. De fato, temos que

foa)(2t), se O
(fo(axp))(t) = et 1
(fod)2t—1), s 3

e se [a],[A] € m (X, x) entdo fu([a]o[B]) = fal[ax5]) =[fo(axpf)] =

1
2 = (foa)x(fopB)(t).
<t<1
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[(foa)x(fof)]l =[foalelfopl]= fu(la])o fx([5]), o que prova que fy é

realmente um homomorfismo.

Proposigao A.3.1. a) Se [ : (X, z9) — (X, z0) € a aplicacao identidade,

isto €, [ =1idx, entao f; = idx (X 20)-

b) Se f:(X,z9) — (Y,y0) e g: (Y,y0) — (Z, z0) sao aplicagoes continuas
sobre os pares indicados, entao o homomorfismo induzido (g o f); € o

homomorfismo composto gy o fy : m (X, z9) — m(Z, 20).

c) (Invariancia Topolégica) Se h : (X, x0) — (Y,y0) € um homeomorfismo
entdo o homomorfismo induzido por h, hy : (X, z0) — m (Y, y0) € um

1somorfismo.
Demonstracgao:
a) Se [a] € (X, x0), entdo (idx)s([a]) = [idx 0 a] = [a] = idr, (x00)([a])

b) Seja [a] € m(X, o), entao (g o fly([a]) = [(go f)(@)] = [go(fea)] =
9:([f 0 a]) = g:(fy([e])) = (g © fo)([e])- Assim, (g o f)y = gg 0 fy-

c) Suponha que h : (X, z9) — (Y,y0) seja um homeomorfismo e considere
Rt (Y, yo) — (X, 20) a inversa de h. Entao para [a] em m (X, z0)

temos,

(W71 0 hy)([ed) = ((h71) e h)g([ed) = (idx)s([0]) = idn, (x.z0)([a]) = [a].

Similarmente, para [a] € 71(Y, yo) temos (hyo(h™1)y)([a]) = idyr, (vyo) ([@]).
Logo, (hg)™" = (A71);.

Antes de definirmos espacos homotopicamente equivalentes ou espagos com
mesmo tipo de homotopia, apresentamos o conceito seguinte que é uma ex-

tensao natural do conceito de homotopia de caminhos.

Definicao A.3.2. Sejam X e Y espagos topoldgicos e [ e g aplicagoes continuas
de X emY, dizemos que f é homotopica a g relativamente a um subconjunto
A C X se existe uma aplicagao continua H : X x [0,1] — Y tal que para
todo x € X, temos H(x,0) = f(z) e H(z,1) = g(x), para todo x € X e
H(a,t) = f(a) =g(a),Yaec AeVtel01]. A aplicaggo H é chamada uma

homotopia entre f e g. Denota-se f ~ g para indicar que f € homotépica a g.
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Observagao A.3.1. Quando na sequnda condigcdo tivermos A = (), dizemos

que [ e g sao livremente homotopicas ou apenas homotdpicas.

Definicao A.3.3. Sejam X e Y espacos topolégicos. Dizemos que X e Y
sao homotopicamente equivalentes, ou tém o mesmo tipo de homotopia, se
existem aplicagoes continuas f : X — Y e g : Y — X para as quais as
compostas go f e fog sao homotopicas as aplicacoes identidades sobre X e Y,
respectivamente. A aplicacdo f é chamada uma equivaléncia de homotopia, e
g ¢ chamada a inversa homotopica para f. Escreve-se X =Y ou X ~Y para

indicar que X e Y sao homotopicamente equivalentes.

Exemplo A.3.1. Espagos homeomorfos sao claramente homotopicamente equi-

valentes.

Proposicao A.3.2. A relacio “X € homotopicamente equivalente a Y” € uma

relacao de equivaléncia para espagos topologicos.

Demonstracao: A relacao é reflexiva pois a aplicacao identidade sobre
qualquer espaco X é uma equivaléncia de homotopia. A propriedade simétrica
estd implicita na definicao. Note que ambas, f e g, sao equivaléncias de homo-
topias e que cada uma delas ¢ uma inversa homotdpica para a outra. Vejamos
que a relagao ¢é transitiva: sejam f : X — Y e h : Y — Z equivaléncias
de homotopia com inversas homotépicas g : Y — X e k: Z — Y, respec-
tivamente. Queremos mostrar que X e Z tém o mesmo tipo de homotopia.
A candidata para uma equivaléncia de homotopia entre X e Z é a aplicacao
composta ho f, tendo gok como inversa homotoépica. Seja L : Y xI — Y uma
homotopia tal que L(-, 0) =koh e L(:, 1) =idy. Entao M : X x [ — X,
definida por M (z,t) = g(L(f(x),t)), (x,t) € X x I, é uma homotopia tal que

g(L(f(),0)) =
g(L(f(-),1)) =
Assim ((go k) o (ho f)) é homotépica a g o f e conseqiientemente a aplica¢ao
identidade sobre X, uma vez que g é uma inversa homotdpica de f.

Um argumento completamente analogo mostra que ((h o f) o (gok)) é
homotopica a h o k, e portanto a identidade sobre Z e assim X e Z tém o

mesmo tipo de homotopia. [

Exemplo A.3.2. Um circulo e um anel tém o mesmo tipo de homtopia. Para

ver isto, considere o circulo unitdrio S* e o anel
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A={yeR%1< |yl <2}

como na figura.

B
=

a
N

Uma equivaléncia de homotopia f : S' — A e wma inversa homotdpica

g: A — S sdo, respectivamente, definidas por

fla)=z,2€ 8% gly)=y/lyl,y €A
Entao go f é a identidade sobre S*,

gof:S'— A= St sz a/lzl=x e

fog:iA— St —= Ay yy/lyl = y/lyl.
A homotopia entre f o g e a identidade em A é entio dada por H(y,t) =
ty+ (1 =t)y/lyl,  pois H(y,0) = y/lyl = (fog)(y) e H(y,1) =y = ida(y).
Logo fog ~ idy via a aplicagio H e portanto S* tem o mesmo tipo de homo-

topia do anel A.

Definicao A.3.4. Um espago X é contractil se existe um ponto zo € X e uma
homotopia H : X x I — X entre idx e a aplicagao constante xq, isto €, H é
tal que

H(z,0) =2z, H(z,1)=xy, z€X.

A homotopia H é chamada contracao do espaco X.

Proposicao A.3.3. Um espaco X ¢é contrdctil se, e somente se, tem o mesmo

tipo de homotopia de uwm ponto.

Demonstracao: Suponha que X é contractil, isto é, existe g € X e uma
homotopia H : X x I — X entre idx e a aplicacao constante xg:
H(z,0) =2, H(z,1) =z, z€X.
Entao X tem o mesmo tipo de homotopia que o espaco {z(} pela equivaléncia
de homotopia f : X — {x} e inversa homotdpica g : {xo} — X definidas
por

f(x) =0, g(xg) =20, v€X.
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Suponha agora que f’: X — {a} é uma equivaléncia de homotopia entre
X e o espago com um ponto {a} com inversa homotépica ¢ : {a} — X.
Entao existe uma homotopia K : X x I — X entre ¢’ o f’ e a identidade em
X, K(z,0)=2, K(z,1)=(¢'of)(z) =7 (a), ze€X.

A homotopia K é entao uma contracao, e X é contractil. [ ]

Definicao A.3.5. Seja X um espaco e A em subespaco de X. Dizemos que A
¢ um retrato por deformacgdio de X (ou que X retrai por deformagdo sobre A)

se existe uma homotopia H : X x I — X tal que

H(z,0)=z, H(z,1)e A, z€ X
H(a,t)=a, a€ At € 1.

A homotopia H € chamada deformacao retrdtil.

Proposicao A.3.4. Se X ¢ um espaco e A € um retrato por deformacdo de

X, entao A e X tém o mesmo tio de homotopia.

Demonstracgao: Existe uma homotopia H : X x [ — X tal que

H(z,0) =2z, H(z,1)€ A, z€X,
H(a,t) = a, a € A, tel.

Seja f : A — X a aplicagao inclusdo f(a) = a, e defina g : X — A por
g(x) = H(z,1), = € X. Entao go f é a identidade sobre A, e H é uma
homotopia entre f o g e a identidade sobre X, assim f ¢ uma equivaléncia de

homotopia com ¢ como inversa homotopica. [ ]

Considere agora X e Y espagos topoldgicos conexos por caminhos e sejam
frg + X — Y aplicagoes continuas tais que f ¢ homotdpica a g. Seja H :
X x I — Y uma homotopia entre f e g. Entao H(z,0) = f(z) e H(x,1) =
g(x),Vz € X e, como vimos, f e g induzem homomorfismos fy : m (X, z9) —
m(Y, f(xo)) e gg + m(X,z0) — m(Y,g(z0)). Seja v : I — Y definido por
v(t) = H(zo,t). Temos que v(0) = f(zo) e ¥(1) = g(zg). Assim, 7 é um
caminho em Y ligando f(zo) a g(xp). Logo, v induz um isomorfismo 7, :
m (Y, f(xo)) — m(Y,g(x0)) tal que v4([B]) = [y ! * 8 *v]. Temos entdao o
seguinte resultado:

Lema A.3.1. Nas hipdteses acima temos que gy = 40 fx. Isto €, o diagrama



Homomorfismo Induzido e Equivaléncia de Homotopia 85

(X, 20) L5 11 (Y, f(20))
\9# U#
m1(Y, g(x0))

é comutativo.

Demonstracao: Seja [a] € m (X, x9). Queremos mostrar que gx([a]) =
(v4 o f4)([a]), isto é [(go )] = [y ! * (f o @) x7]. Para isto temos que exibir
uma homotopia K : I x [ — Y entre (goa) e (7' * (f oa)*~) relativamente
a g(zg). Definimos K : [ x [ — Y por K(t,s) = H(«a(t),s). Assim, temos que
K satisfaz K(t,0) = H(a(t),0) = (foa)(t), K(t,1) = H(a(t),1) = (go a)(t),
K(0,s) = H(«(0),s) = H(xo,s) = v(s) = K(1,s). Portanto, K(0,s) =

K(1,s) mas nao ¢é igual a uma constante, para todo s pertencente a I.
o X g0, Y
/-—F—'\ Q /-F——\ g(?i.)
—_— X
I fig)<foa

“Deformando” K como indicado na figura seguinte poderemos exibir uma

homotopia L entre go o e v~1 % (f o a) %y, como desejado:

o) o(%) g(% (%) gog
,Y—l E
fool
L(t,0) L(t,50) L(ts) L)
Temos que

YH2t),  se0<t<3
(v x(fea)x)(t) =1 foa(dt—2), sel<t<?
Y4t —3), se2<t<1

(1->s)
2

(1) = g(xg) e vai até v (1 — s) = y(s). Parat € |

Seja s € [0,1]. Para t € 0, | a homotopia L parte de v~1(0) =

(1—35) (s+3)
2 7 4

| temos a
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€cOMposicao:
4t + 25 — 2 4t 4 25 — 2
t (41 +25 —2) 2=
(3s+1) (3s+1)
(s+3) . L
Para t € [T’ 1] a homotopia L parte de v(s) e vai até g(xo).
Logo, a homotopia L é dada por
1 1—s
v~1(2t), se 0 <t < 5
. 1—s s+ 3
L(t,s) = K252 s), se 5 <t< T
3
(4t — 3), sesl— <t<1
Note que, para 0 <t <1,
yH2t),  se0<t< g
_ — (a1
L(t,0) = { K(4-2,0), sel<t<? = (v x(foa)x 1)),
(4t — 3), seigtgl
L(t,1) = K(t,1) = (goa)(t), e L(0,s) = L(1,s) = g(xo). [

Teorema A.3.1. Sejam X e Y espacos topologicos conexos por
caminhos. Se X e Y tém o mesmo tipo de homotopia, entio m(X) € iso-
morfo a m (YY), mais precisamente, se f : X — Y € uma equivaléncia de

homotopia, entdo fu : m (X, x0) e m (Y, f(x0)) € um isomorfismo.

Demonstracgao: Considere f : X — Y uma equivaléncia de homotopia.
Entao existe g : Y — X (ainversa homotdpica) tal que fog ~ idy e gof ~ idy.
Sejam yo € Y e xg = g(yo). Vamos mostrar que fu : m (X, x0) — m (Y, f(20))
¢ um isomorfismo. Temos gx : m (Y, f(z0)) — m (X, 9(f(x0))). Além disso,
pelo lema, (fog)y = vuo (idy)g e (go )y = ox o (idx)y, onde v é um
caminho ligando yy a f(zg) e 0 é um caminho ligando zy a g(f(zo)).

Mas, (fog)y = feogs . (9o fle = gp o fy (idy)y = idn vy ©
(idx )y = idr (X,20)-

(gof)s

/\

m1 (X, o) —>7T1 (Y, f(20)) —% w1 (X, g(f (x0)))

m\ /
XZL'O
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(fog)s

/\

(Y, yo) —>7T1 (X, xo) —>7T1 (Y, f(x0))

m /
Yyo

Assim,
Gy © [y = 04 0idn, (X x0) (1)
J# 0 g = Y 0 idny (vyo) (2)

De (1), concluimos que fx ¢é injetora e de (2) obtemos que fy é sobrejetora.
Logo, fx ¢ um isomorfismo entre m (X, zo) e m (Y, f(x0)). Como X e Y sdo

conexos por caminhos, o isomorfismo independe do ponto base. [
Como uma primeira consequéncia obtemos a invariancia topolégica ja men-
cionada.
Corolario A.3.1. Se X e Y sao espacos topologicos conexos por
caminhos com X homeomorfo a'Y entao m(X) ~ m(Y).
Demonstracao: Segue do Exemplo A.3.1. |

Corolario A.3.2. Se A é um retrato por deformacgao de um espaco X e xg
¢ um ponto de A entdo a aplicagao de m (X, xo) em € m (A, xg) induzida da

inclusao € um isormorfismo.
Demonstracgao: Segue do teorema anterior e da Proposi¢ao A.3.4. |

Definicao A.3.6. Um espago X conezxo por caminhos é simplesmente conexo

quando 7 (X) € o grupo trivial.
Corolario A.3.3. Todo espaco contractil é simplesmente conezxo.

Demonstragao: Segue do fato que o espago contractil tem o mesmo tipo

de homotopia de um ponto e do teorema anterior. [ ]

A.4 Exemplos de Grupos Fundamentais e o

Teorema de Van Kampen

Exemplo A.4.1. Considere o plano R*\{p} consistindo de todos o0s pontos
em R? exceto um ponto particular p. Seja A um circulo com centro p, como

na figura:
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Para x € R*\{p}, a linha que vai de p até x intersepta o circulo A no ponto
r(z). Esta aplicagao v é claramente uma retra¢io de R*\{p} em A. Defina
uma homotopia H : (R*\{p}) x I — R?\{p} por

H(z,t)=t-r(x)+(1—1t)-2, v €R*\{p}, tel.

E fdacil ver que H é uma deformacdo retratil e entao A é um retrato por de-
formagao de R*\{p}. Assim, m (R*\{p}) =~ m(A) ~ Z.

Exemplo A.4.2. Considere um anel X no plano. Tanto o circulo interior
como o circulo exterior de X sdo retratos por deformagao de S*, entio m(X)

€ o grupo dos inteiros.

Exemplo A.4.3. Cada um dos sequintes espacos sao contrdteis, entao cada
um deles tem grupo fundamental trivial: wm ponto; um intervalo na reta; a

reta; o n-espaco Euclidiano R"™; todo conjunto convero em R™.

Outros exemplos de grupo fundamental podem ser obtidos a partir do re-

sultado seguinte.

Proposicao A.4.1. Sejam X e Y espacos com o em X e yo em Y. Entao
(X XY, (20, 90)) = 71 (X, 20) & T (Y, yo).

Demonstracgao: E similar apresentada para grupos de homotopia de

ordem superior (ver Proposigao 1.2.1).

Exemplo A.4.4. O toro T? é homeomorfo ao produto S' x S'. Entdo
T (T?) ~m (St x SH ~m(SHem(SY) ~Za Z.

Exemplo A.4.5. Um toro n-dimensional T é o espago obtido como o produto
cartesiano de n circulos unitdrios. Entao m(T™) é isomorfo a soma direta de
n copias do grupo dos inteiros, m(T") ~7Z & --- D L.

n vezes
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Exemplo A.4.6. Um cilindro fechado C é o produto de um circulo S* e um
intervalo fechado [a,b]. Entdao 71(C) ~ 71(SY) & m1([a,b]) ~ Z & {0} ~ Z.

Um resultado muito 1util para calcular o grupo fundamental de certos
espacos ¢ o T eorema de Van Kampen ([7], IV. Teoremas 2.1 e 2.2, ou [5]
Teorema 1.20). Apresentamos aqui a versao segundo Hatcher [5]. A versao
dada em [7] envolve propriedades do diagrama universal. Ressaltamos no en-
tanto que pode-se verificar que as duas versoes sao equivalentes considerando

a definicao de produto livre via diagramas.

Teorema A.4.1. (Teorema de Van Kampen) Seja X a uniao de espagos
abertos conexos por caminhos A,, cada um contendo o ponto base ry € X,
Jo i T1(As) — m(X), 0s homomorfismos induzidos das inclusoes A, em X, e
O : x,m(Ay) — m(X) 0 homomorfismo estendido no produto livre. Se cada
intersecgao A, N Ag € conexa por caminhos, entao o homomorfismo

O @ xqm(An) — m(X) € sobrejetor. Ainda, se cada intersec¢ao Ao N Ag N A,
¢ conexa por caminhos, entao o kernel de ® € o subgrupo normal N gerado
pelos elementos da forma iag(w)ige(w)™ (onde inp : T (A N Ag) — m1(As)
¢ o homomorfismo induzido da inclusao) e assim ® induz um isomorfismo

m(X) >~ *qm (Ay)/N.
Demonstragao: ([5], Teorema 1.20, p. 43). |

Considerando o caso particular em que X ¢é a uniao de abertos A; e Ay e
que A, Ay e Ay N Ay s@o conexos por caminhos, entdao do teorema anterior

obtém-se as seguintes conseqiiéncias:

Corolario A.4.1. Se A{N Ay € simplesmente conezo, entio m(X) é o produto
livre dos grupos m (A1) e m(As) com respeito aos homomorfismos induzidos

das inclusoes jy : m (A1) — m(X) e jo : m(Ay) — m(X).
Demonstragao: ([7], Teorema 3.1, p. 122). |

Corolario A.4.2. Assuma que As € simplesmente conexo. Entao
g1 m(Ay) — m(X) € um epimorfismo, e seu kernel é o menor subgrupo nor-
mal de m1(Aq) contendo a imagem ky(m(A1NAy)), onde ky é 0o homomorfismo
induzido da inclusdo ky : m (A1 N Ag) — m(Ay). Assim, m(X) ~ m(Ay)/N,
onde N € o subgrupo normal de m(Ay) gerado por ky : m (A1 NAy) — m(A4y)

Demonstragao: ([7], Teorema 4.1, p. 127). |
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Exemplo A.4.7. Seja X a reunido de dois circulos tangentes num ponto xg
(X = S{ Vv S)). Entio m(X) ~ Z x Z. Com efeito, sejam o; = [c;] onde
¢ I — X € o caminho com ponto base xy e que dda uma unica volta em
torno de S}, para i = 1,2. Tome dois pontos a e b, distintos, de X com
a€StebelS). ConsidereU=X—{a} eV =X —{b}. EntaoU eV
sao abertos, U NV € conexo por caminhos e é simplesmente conexo pois é
contrdactil. Pelo coroldrio A.4.1 temos que m (X ) ~ m (U)xm (V). MasU eV
tém o mesmo tipo de homotopia de S*, logo m(U) ~Z e m (V) ~ Z. Portanto
m(X) =2 Z*xZ ~ {a1) * {ag).

Exemplo A.4.8. Se X ¢ a reunido de n circulos tangentes num ponto xy (X =

\/ S!). Entio 7 (X) ~ Zx*---+7,. Para ver isso considere agora o; = [c;]

=1 n vezes
onde ¢; - I — X € o caminho com ponto base xy e que dd uma unica volta

em torno de S}, para i = 1,...,n. Mostremos por indugdio sobre n. Tome
pontos a; € S} (distintos de xo) i = 1,...,n . Considere U = X — {a,} e
V=X—{ay,...,a, 1}, entao U eV sao abertos, UNV € conexo por caminhos

s

e € simplesmente conexo pois € contrdctil. Pelo coroldario A.4.1 temos que
m(X) =~ m(U) *m (V). Mas U tém o mesmo tipo de homotopia de \/7—," S}

e V tém o mesmo tipo de homotopia de S, logo m (U) ~ Zx*---xZ (por

n—1 vezes
hipdtese de indugdo) e m (V) ~ 7Z. Portanto m(X) ~7Z *--- 7.

n vezes

Mais geralmente, temos:

Exemplo A.4.9. O grupo fundamental do bouquet de circulos m( \/ SYY, in-

acA
dexados em um conjunto A, é isomorfo a F onde F é o grupo livre gerado por

A. De fato, considere para cada o, um ponto z, em S, diferente de ¢ e a
vizinhanga aberta U, := S} —{z,} de xy em SL. Entdio xq é um retrato por
deformacio de U, em S, e SL ¢ um retrato por deformacao de

A, =8} \/ Us. A intersec¢ao de dois ou mais Al s distintos é \/Ua que

Ba o
€ conexa por caminhos e tem como retrato por deformacgao o ponto xy. O

Teorema de Van Kampen implica que 71(X) =~ #,m(SL)/N onde N ¢ o sub-
grupo normal gerado por ins(w)ige(w) ™. Porém N = {0} visto que A, N Ag é
contrdctil para quaisquer o, 3 € A e m(SL) ~7Z. Logo m(X) ~ %2y ~F,

como afirmado.
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