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Resumo

Neste trabalho estudamos uma classe generalizada de equacoes do tipo KdV, de-
notada na literatura por K(m,n). Partimos da dlgebra 4-dimensional da equagao
KdV padrao e obtivemos todas as classes de equagdes K (m,n) com dependéncia
espaco-temporal nos coeficientes que sao invariantes por essa algebra de simetria.
Adicionalmente, algumas solugoes invariantes e leis de conservagao para casos par-

ticulares dessas novas equacgoes foram estabelecidas.



Abstract

In this work we studied a generalized class of KdV-type equations which is usually
denoted by K(m,n) equations. Starting from the 4-dimensional Lie algebra of
the standard KdV equation, we obtained all the K (m,n) equations with space
and time-dependent coefficients that are invariant under this symmetry algebra.
Additionally, some invariant solutions and conservation laws for particular cases of

these new equations were established.
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Capitulo 1
Introducao

O estudo das equagoes diferenciais parciais iniciou-se a partir das obras de Euler,
D’Alembert, Lagrange e Laplace sobre a descricao da mecanica no continuum. Tais
equagoes surgiram no contexto do desenvolvimento de modelos da fisica de meios
continuos como cordas vibrantes [1], campo gravitacional Newtoniano de matéria
estendida [2], eletrostatica [3], fluxo de liquidos [4] e, posteriormente, com a teoria
da conducao de calor, eletricidade e magnetismo [5]. A andlise desses modelos
desempenhou papel fundamental no estudo sistematico das equacoes diferencias
parciais e na busca por solugoes analiticas.

No periodo entre 1750 e 1900, uma gama de equacoes relacionadas a fenomenos
fisicos importantes surgiu, como a equacao de Euler para descrever o fluxo de
liquidos incompressiveis [6], as equagoes de Poisson e Laplace, aplicaveis a pro-
blemas de eletricidade e magnetismo [3], as equagdes de Maxwell na teoria eletro-
magnética [7]. Outra classe de equagbes que contribuiu para a compreensao de

diversos fenomenos foi a equagao de Korteweg-de Vries, ou equagao KdV [8].

A equacao KdV e suas variagoes

A equacao KdV é uma equacao diferencial parcial nao-linear de terceira ordem,
formulada para descrever o comportamento de ondas em canais rasos [8]. Um dos
atrativos dessa equacao é que ela possui solugoes solitonicas. Um séliton preserva
sua forma ao interagir com outros solitons, caracteristica altamente desejavel na
descrigao de determinados fenomenos, e estd presente em todos os sistemas in-
tegraveis [9, 10, 11]. O primeiro relato desse tipo de solucao foi feito em 1834 por
J. S. Russell [12], mas a teoria dos sélitons se desenvolveu efetivamente a partir da
tentativa de solucionar o problema de Fermi-Pasta-Ulam [13] sobre a propagagao

de fonons em uma rede anarmonica [14]. Foi verificado que a onda que se pro-
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pagava na rede mantinha sua identidade apds uma colisao, dai a denominagao de
soliton. Além da equacao KdV, outras equagoes diferenciais parciais associadas
a fendmenos da fisica de fluidos [15] e da fisica de plasmas [16] também possuem
solugoes solitonicas [17].

Diversas variacoes da equacao KdV foram propostas a fim de abranger a des-
cricao de uma gama maior de fenomenos. Como exemplo, podemos citar a equagao
cKdV-mKdV (combined KdV and mKdV equation) [18, 19], uma combinacdo das
equagoes KAV e mKdV (modified KdV equation), empregada na fisica de fluidos.
Na fisica de plasmas, temos a equacao BKAV (Burgers KdV equation) [20, 21]. Na
literatura encontramos ainda a equagao veKdV (variable coefficients KdV equa-
tion) [22, 23], aplicdvel em problemas de dptica nao-linear [24]. Outra variagao
importante é a das classes de equacoes KdV generalizadas, com parametros livres
adicionais [25], utilizadas, por exemplo, no estudo de bolhas [26].

Dentre as classes de equacgoes KdV generalizadas, temos particular interesse na

chamada equacao K (m,n),
w4 [u™ A+ (U] =0 . (1.1)

Esta generalizacao da equacao KdV padrao levou a descoberta de solugoes do tipo
compacton [27]. Compactons sdo solugoes com suporte compacto, ou seja, slitons
com comprimento de onda finito. Posteriormente, verificou-se que outras classes
de equagoes diferenciais parciais também admitem solugdes compacton [28].

Na teoria classica de sélitons, os conceitos de integrabilidade e de colisoes
eldsticas estao intimamente conectados. Porém, no dominio das equagoes K (m,n),
ainda nao estd claro se essas equagoes sao integraveis [29]. Muito trabalho tem
sido feito na tentativa de entender o mecanismo nao-linear sujacente as equagoes
K(m,n) [30, 31, 32], incluindo uma generaliza¢ao andloga da equacao Sine-Gordon
padrao [33]. Isso nos motivou a propor e a estudar classes de equagoes K(m,n)
com coeficientes varidveis, que denotamos por equagao vcK (m,n), tendo como

ferramenta matemdtica o método de simetrias de Lie [34, 35, 36].

O método de simetrias de Lie

O desenvolvimento do método de simetrias iniciou-se no século XIX com Marius
Shopus Lie ao estudar o grupo de transformagoes continuas que deixavam invarian-
tes as equagoes diferenciais [37]. Contudo, seu trabalho nao foi explorado por um
longo periodo, e uma andlise sistematica do método s6 foi feita no final da década

de 50 por Ovsiannikov, que construiu explicitamente solugoes para problemas re-
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levantes da Fisica Matemaética [38].

O fundamento da teoria de simetrias de Lie estd na invariancia das equacoes
diferenciais sob transformagoes de suas variaveis independentes e dependentes [34,
35, 36]. Essas transformagoes formam um grupo local de transformagoes pontuais
(simetrias pontuais) que dependem somente dos parametros continuos e mapeiam
qualquer solucao de uma equagao diferencial em outra solu¢ao da mesma equagcao.
As transformacoes das variaveis independentes e dependentes induzem a uma trans-
formacao no espaco de variaveis, incluindo as derivadas das varidveis dependentes
(simetrias de contato). Os grupos de transformagdes sdo completamente caracte-
rizados por seus geradores infinitesimais, sendo que estes compoem uma algebra
de Lie, determinada pelas constantes de estrutura. Se um sistema de equagoes
diferenciais parciais for invariante sob a acao de um grupo de transformacoes pon-
tuais de Lie, é possivel encontrar solugoes especiais (solugdes invariantes) e outras
classes de equagoes que também admitam essas simetrias. No processo de genera-
lizacao de equacgoes diferenciais parciais, o procedimento padrao consiste em esco-
lher uma simetria inicial que corresponda a simetria de um conjunto mais restrito
de equagoes [39, 40].

Outra implicacao importante das simetrias continuas em Fisica e em Matematica
¢ a existéncia de leis de conservagao. Tal conexao foi feita em 1918 por Emmy Noe-
ther ao provar que as simetrias da integral de acao levam a leis de conservagao
para as equagoes de Euler-Lagrange correspondentes [41]. Tais simetrias deixam
as equagoes de Euler-Lagrange invariantes (simetrias variacionais). Contudo, La-
grangeanas sé existem para tipos especiais de equagoes diferenciais, o que pode
restringir a aplicabilidade do teorema de Noether. A fim de contornar essa di-
ficuldade, Ibragimov desenvolveu um método baseado na concepcao de equagoes
adjuntas para equacoes nao-lineares, que associa uma lei de conservacao a cada
simetria infinitesimal de uma equacao diferencial arbitraria [42, 43].

O estudo da equacao KdV e de suas variagoes tem sido feito através de diversos
métodos analiticos, em particular, pelo método de simetrias de Lie [19, 29, 44,
45]. Essa abordagem tem se mostrado uma ferramenta poderosa na obtengao de
generalizacoes de equagoes diferenciais parciais [39, 40, 46, 47|, bem como na busca

por solugoes invariantes [48] e leis de conservagao [49, 50, 51, 52].

Objetivos gerais e organizagao do trabalho

Neste trabalho partimos das simetrias da equacao KdV cléssica para obter clas-

ses de equagoes K (m,n) com coeficientes varidveis, que denotamos por equagao
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veK (m,n) (variable coefficients K(m,n) equation). Além de solugdes invarian-
tes, construimos leis de conservacao para alguns casos particulares das equacgoes
vcK (m,n) encontradas. Uma vez que os calculos decorrentes da aplicagdo do
método de Lie sao extensos e muitas vezes intrataveis manualmente, especialmente
no caso de equacoes diferenciais parciais de ordem superior, utilizamos algumas
subrotinas do pacote SADE (Symmetry Analysis of Differential Equations) [53],
desenvolvido pelo Grupo de Fisica Matemética do Instituto de Fisica da UnB [54].

A apresentacao do trabalho esta estruturada da seguinte maneira. No capitulo
2 apresentamos algumas variagoes importantes da equagao KdV encontradas na
literatura. No capitulo 3 fazemos uma breve revisao do método de simetrias de
Lie para equacoes diferenciais parciais. No capitulo 4 apresentamos as classes de
equagoes veK (m,n), encontradas a partir da imposigao da élgebra de simetria
da equacao KdV classica, e algumas solugoes invariantes para casos particulares
dessas novas equacoes. No capitulo 5 abordamos de forma sucinta o teorema de
Noether e o teorema da conservacao desenvolvido por Ibragimov, bem como as leis
de conservagao que construimos para algumas das equagoes veK (m, n) obtidas. No

capitulo 6 apresentamos as conclusoes e perspectivas futuras para este trabalho.
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Capitulo 2
A equacao KdV e suas variacoes

Neste capitulo fazemos um breve histérico do surgimento da equagao de Korteweg-
de Vries, em 1895, e abordamos quatro variacoes da equacao KdV encontradas na
literatura. Em particular destacamos a equacao K (m,n), que nos motivou a propor

e a estudar uma nova classe de equagoes, que denotamos por equagao veK (m,n).

2.1 Equacao KdV

Em agosto de 1834 o engenheiro naval britanico John Scott Russell observou no ca-
nal Eddinburgh-Glasgow, Escécia, uma onda se propagando na superficie da agua
sem se atenuar. Russell relatou tal observagao em 1844, num encontro da BAAS
(British Association for the Advancement of Science) [12]:

“Fu estava observando o movimento de um barco que foi rapidamente retirado
do canal por um par de cavalos, quando o barco parou de repente - mas nao a
massa de dagua do canal que este havia colocado em movimento; ela se acumulou ao
redor da proa da embarcacio em estado de agitacao violenta e entao, subitamente
deizando-o para trds, deslizou com grande velocidade, assumindo a forma de uma
grande onda solitdria, uma elevag¢do arredondada, suave e com um pico bem defi-
nido, que continuou o seu curso ao longo do canal aparentemente sem mudar de
forma ou diminuir a velocidade. Eu sequi montado no cavalo, e alcancei-a ainda
viajando a umas oito ou nove milhas por hora, preservando sua forma original de
uns trinta pés de largura e um pé e meio de altura. Sua altura diminuiu grada-
tivamente, e apos uma persequicao de uma ou duas milhas eu a perdi numa das

sinuosidades do canal” .

Tal relato gerou grande polémica cientifica — admitia-se até entao que a dis-

persao levaria necessariamente a mudancas na forma da onda, e com isso a des-
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coberta de Russell foi tratada com ceticismo. Alguns anos se passaram até que,
em 1895, Diederik Korteweg e Gustav de Vries propuseram uma formulagao ma-
tematica consistente para o fenomeno [8]. Eles mostraram que a onda solitéria, ou
soliton, de Russell resultava do balanco entre a dispersao e os efeitos nao-lineares,
e que era solucao analitica da equagao diferencial conhecida hoje como equagao
KdV.

A equagao KdV é uma equagao diferencial parcial nao-linear de terceira ordem,

usualmente representada na forma
Uy + 2Uly + Upyy = 0, (2.1)

sendo u = u(x,t) e uu, € Uz, OS termos que representam, respectivamente, os
efeitos nao-lineares a dispersao da onda solitaria. Posteriormente, verificou-se que
a Eq. (2.1) poderia descrever uma grande variedade de fenémenos fisicos, especial-
mente aqueles que apresentam ondas de choque, ondas viajantes e sélitons [55, 56].
A equacao KdV também é utilizada em dinamica de fluidos, aerodinamica, tur-
buléncia e na descricao do comportamento de camadas de contorno e transporte
de massa [57, 58]. Solugoes da Eq. (2.1), obtidas de forma fechada, pelo método
de aproximacao por séries ou via métodos numéricos, sao conhecidas para casos
particulares de condigbes de contorno e condigoes iniciais [59, 60]. Porém, as
solucoes mais notaveis e importantes da equacao KdV sao as solucoes do tipo
séliton [9, 10, 11], que também sao admitidas por outras equagoes diferencias nao-
lineares integraveis, como a equacao de Schrodinger [61].

Desde a época de sua formulacao até os dias atuais, a equagao KdV tem
sido amplamente estudada através de diferentes abordagens matematicas [56, 62].
Além disso, variagoes da Eq. (2.1) tém sido propostas no intuito de descrever
fendmenos em areas do conhecimento distintas, como fisica de plasmas [63] e fluxo
de tréfego [64]. Vejamos algumas variagoes da equagao KdV encontradas na lite-

ratura.

2.2 Equacao cKdV-mKdV

As equagoes KAV e mKdV (modified KdV) sao as equagoes nao-lineares integréaveis,
e que portanto admitem solucoes solitonicas, mais conhecidas. Porém, em muitos
problemas da fisica de fluidos, da fisica do estado sélido e da teoria quantica de cam-
pos os termos nao-lineares de ambas podem ser encontrados simultaneamente [65],

o que levou ao surgimento da equagao cKdV-mKdV (combined KdV and mKdV
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equation),
w4 autg + Butuy + Yigee =0, (2.2)

com parametros «, 3,7 reais, o,y > 0. Se 8 — 0, a Eq. (2.2) converge para
a equacao KdV padrao, Eq. (2.1), mas quando a — 0, a equagdo cKdV-mKdV
transforma-se em

w4 Buuy 4+ Yigge =0, (2.3)

conhecida na literatura como equagdo mKdV (modified KdV equation) [18, 19].
A Eq. (2.2) também é empregada em diversos campos da ciéncia nao-linear,
como fluxo de trafego [64], éptica nao-linear [65], dinamica dos fluidos [66], ondas

acusticas (para certas redes anarmonicas) [67], dentre outros.

2.3 Equacao BKdV

Outra variagao da equagao KdV padrao, denominada BKdV (Burgers KdV equa-
tion) [21], é dada por

Up + ULy + ol + U3l = 0 (2.4)

com parametros p;, ¢ = 1,2,3 constantes. Quando ps — 0, a Eq. (2.4) converge

para a equagao KdV classica, Eq. (2.1); se u3 — 0, a equagao BKdV toma a forma
Up + [ Ul + folyy = 0, (2.5)

conhecida como equagao de Burgers [68].

A Eq. (2.4) incorpora efeitos de nao-linearidade, dissipacao e dispersao, repre-
sentados pelos termos i utly, fotiz, € U3tz , respectivamente. Tal abrangeéncia faz
com que a equagao BKdV seja empregada na descricao de uma variada gama de
fenomenos. Como exemplo, mencionamos o fato de que a equagao BKdV é consi-
derada a equagao de transporte apropriada para descrever a propagacao de ondas
em tubos viscoeldsticos [69], bem como a dinamica de fluidos viscosos e incom-
pressiveis [70]. A Eq. (2.4) também é utilizada em teorias de circuito ndo-linear [71]

e de sistema de plasmas fracamente nao-linear e com efeitos dissipativos [72].
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2.4 Equacao vcKdV

Sabe-se que a busca por solucoes exatas das equacoes de evolugao nao-lineares é
um dos principais focos dos matematicos e fisicos. Contudo, recentemente had um
enorme interesse em estudar as equacoes de evolucao nao-lineares com coeficientes
variaveis, pois quando parametros reais como a heterogeneidade do meio e nao-
uniformidade dos limites sao consideradas nas situagoes fisicas, essas equacoes for-
necem modelos poderosos na descri¢ao de vérios aspectos de supercondutores [73],
comunicagoes por fibra ética [24], etc. Uma das equagoes de evolugdo nao-lineares

com coeficientes varidveis é a equagao KdV com coeficientes varidveis (vcKdV)

u = f(z, )uug + g, ) ugee , f.9F#0, (2.6)

onde f(z,t) e g(x,t) sdo fungdes reais e suas formas dependem da fisica do pro-
blema.

Modelos da equacao veKdV sao de grande importancia em muitos campos da
fisica e da engenharia. Por exemplo, estudos recentes revelaram que os conden-
sados de Bose-Einstein quase-unidimensionais presos com interacoes atomo-atomo
repulsivas e uma fraca excitacao nao-linear é governada por um modelo da equagao
vcKdV com termos adicionais devido a heterogeneidade na direcao axial e um forte
confinamento transversal do condensado [74]. As ondas aqudticas propagando em
um canal com um fundo irregular e paredes deformadas [75], a propagacao de on-
das solitonicas fracamente nao-linear em um tunel de aguas rasa de profundidade
varidvel [76] também sao governadas por modelos da equagao veKdV.

Solugdes exatas também foram obtidas da equagao veKdV. Em [77] solugoes
N-sélitons para a Eq. (2.6) foram obtidas. A solugao analitica da equacao veKdV
também tem sido utilizada de forma frutifera para explorar o fendmeno de blo-
queio atmosférico [78], tanto que os dados reanalisados do caso de bloqueio de
dipolo que aconteceu em 1973 feito pelo National Center For Environmental Predic-
tion/National Center For Atmospheric Research (NCEP/NCAR) sdo bem descritos
pela solucao analitica da equacao veKdV.

A Eq. (2.6) foi explorada também pelo estudo de suas propriedades de simetria.
Por exemplo, classificagdo de simetrias tém sidos feitas em [22], onde é mostrado
que a Eq. (2.6) admite, no maximo, um grupo de simetrias de Lie pontual quadri-
dimensional, e as que tem um grupo de simetrias de Lie pontual quadridimensional

pode ser tranformadas na equacao KdV ordinaria via transformacao pontual local.
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2.5 Equacao KdV generalizada

Na literatura as generalizagoes das equacgoes de evolucao nao-linear tém atraido
muita atengao. Por exemplo, a equagao de Burgers generalizada, proposta em [79],
modela problemas de dispersao populacional. A equagao de Schrodinger nao-linear
generalizada, proposta em [80], descreve ondas se propagando em meios nao-lineares
e dispersivos e pode ser empregada, por exemplo, em 6ptica nao-linear.
Analogamente, a equacao KdV tem sido generalizada de varias maneiras. Shen

e Xu [25] estudaram a equacao KdV generalizada na forma
Uy = Ut ™% 4 2 WP ApUP M Uty 4+ p(p — 1)U (u,)?] (2.7)

considerando as solugoes do tipo ondas viajantes e usando teoria de bifurcacao. Ja
Yang, Tao e Austin [26] obtiveram solugoes do tipo ondas solitarias para a equagao

KdV generalizada com amortecimento dependente do tempo e termo de dispersao,
ur + u"uy + a(t)u + B(t)upee =0, (2.8)

usando o método tanh-coth, o método da fungao exponencial e o método seno-

cosseno modificado.

2.5.1 Equagao K(m,n)

Recentemente, uma generalizagao particular da equacao KdV atraiu bastante atencao.

Trata-se da equagao proposta Rosenau e Hyamn [27], dada por
up + [u™ 4 (U g)e =0 . (2.9)

em que m e n sao parametros reais. Essa equacao, denominada K (m,n), surgiu da
necessidade de se compreender a formagcao de padroes de gotas em liquidos [27], e
os autores descobriram, para certos valores dos parametros m e n, um novo tipo de
onda solitaria denominada compacton. Tais solugoes, além do suporte compacto,
possuem algumas caracteristicas que as difere dos sélitons. Enquanto a largura do
soliton depende da amplitude, a largura e a amplitude de um compacton podem
ser independentes [81].

Atualmente vdrios trabalhos sobre a equacao K (m,n) e suas solu¢oes compac-
tons tém sido propostos [27, 30, 31, 32], inclusive o estudo das propriedades de
simetria desta equagao [29]. Solugbes do tipo compacton também foram encon-

tradas para outras equacoes diferenciais parciais importantes, como as equagoes
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de modelos hidrodinamicos para estudar efeitos de nao-localidade temporal [82]; a
equagao de Ostrovsky, que descreve a propagacao unidirecional de ondas longas e
de pequena amplitude na superficie das dguas em um canal [83]; equagoes de ondas
hidromagnéticas em plasmas frios e de ondas actsticas em cristais anarmonicos [84].

Motivados pela aplicabilidade da equacao K (m,n) em tantos campos do co-
nhecimento, nos propuzemos a generalizar essa classe de equacoes introduzindo

coeficientes variaveis, ou seja
u + [fu™ + g(u")aals = 0 (2.10)

em que f = f(z,t) e g = g(z,t). Nos Capitulos 4 e 5, apresentamos as novas
classes de equagbes vcK (m,n) que encontramos [40], bem como algumas solugoes

invariantes e leis de conservacao para casos particulares.
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Capitulo 3
O método de simetrias de Lie

Neste capitulo faremos uma revisao da teoria desenvolvida por Shopus Lie, que
introduziu o conceito de grupos de simetrias aplicado a equagoes diferenciais, tendo
em vista a construcao de solugoes invariantes. As principais referéncias utilizadas
foram [34, 35, 36|, especialmente [35].

3.1 Grupos de transformacoes de Lie

Nas defini¢oes apresentadas a seguir, consideramos um dominio D com coordenadas
locais {x1,x2, ..., x,}, representadas por x, e utilizamos a convengao de Einstein,

ou seja, assumimos a soma sobre indices repetidos.

3.1.1 Grupo

Definicao 3.1.1.1. Um conjunto G é considerado um grupo se possuir uma lei de

composicao ¢ que satisfaz aos sequintes axiomas:

1. Propriedade de Fechamento: se a e b sao elementos de G, ¢(a,b) € um ele-

mento de G;
2. Associatividade: se a,b,c € G entao ¢(a, (b, c)) = ¢(¢(a,b),c);

3. Elemento identidade: existe um unico elemento identidade e, e € G, tal que
se a € G, entao ¢(a,e) = ¢(e,a) = a;

4. Elemento inverso: para qualquer elemento a € G, existe um unico elemento

inverso a=' € G tal que ¢(a,a™) = p(a™t,a) =e.
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3.1.2 Grupo de transformacoes

Defini¢ao 3.1.2.1. Seja x = (21,29, - ,2,) € D, D C R". O conjunto de
transformagoes x* = X(x;¢) definido para cada x em D, sendo e € S, S C R
e ¢(g,0) a lei de composicio dos parametros € e 6 em S, forma um grupo de

transformacgoes em D se:

1. Para cada parametro e em S as transformacoes forem de um-a-um em D, ou

seja, X* € D;
2. S, com uma lei de composicao ¢, formam um grupo G;
3. Xx* = x quando € = ¢,, sendo €, a identidade e, ou seja, X(x;¢&,) = X;

4. Sex* =X(x;¢) e x™ = X(x*;9), entdo x*™* = X(x; ¢(¢,9)).

3.1.3 Grupo de transformacgoes de Lie a 1-parametro

Definicao 3.1.3.1. Se um grupo G de transformacoes satisfaz aos ariomas da

definicao (3.1.2.1) e também aos sequintes:

1. € € um parametro continuo, ou seja, S é um intervalo de R. Sem perda de

generalidade podemos dizer que € = 0 corresponde ao elemento identidade e;

2. X é infinitamente diferencidvel com relagao a x em D e uma fun¢ao analitica

deec em S;
3. ¢(g,0) € uma fungdo analitica de e e §, come € S ed € 5;

entao o grupo de transformacoes G define um grupo de transformacgoes de Lie a

1-parametro.

Exemplo - Grupo de translagoes no plano:
rf=x+c¢e,
Yy =y,

em quee € Re ¢(e,0) =e+0. Este grupo corresponde aos deslocamentos paralelos

em relagao ao eixo x.
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3.2 Transformacoes infinitesimais

Seja um grupo de transformacoes de Lie a 1-parametro, com lei de composicao ¢ e
identidade ¢ = 0, dado por
x* = X(x;¢) . (3.1)

Expandindo a Eq. (3.1) em série de Taylor em torno de e = 0 , temos

x* = x+ @—X<X ) —1—5—2 aQX(X' ) +
B e o L 2 \ 92 U F »

= x+e (%—);(X; £) ) + O(e?)

com 0(x) = Z(x;¢)

€=0.
A transformacio x + €6(x) é denominada transformagdo infinitesimal do grupo de

transformagoes de Lie a 1-parametro, Eq. (3.1).

3.2.1 Primeiro Teorema Fundamental de Lie

Antes do teorema, precisamos enunciar o lema seguinte:

Lema 3.2.1.1. O grupo de transformagoes de Lie a 1-parametro, x* = X(x;¢),

satisfaz a igualdade

X(x;e+ Ag) = X(X(x;6); (e, e+ Ag)) . (3.3)
Prova:
X(X(x;6); (e e+ Ag)) = X(x;0(e,0(e7" e + Ac)))
= X(x;0(p(e,67),e + Ae))
= X(x;6(4(0,¢ + Ae))
= X(x;e+ Ae) (3.4)

Teorema 3.2.1.1. (Primeiro Teorema Fundamental de Lie). Existe uma parame-
trizacdo T(g) tal que o grupo de transformagées de Lie a 1-parametro, Eq. (3.1),

¢ equivalente a solucdo do problema de valor inicial para um sistema de equagoes
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diferenciais de primeira ordem

dx*
=0(x* :
). 35)
com
x*=x quandoT =0 (3.6)

Em particular

T(e) = /:F(C)dé , (3.7)

sendo (6(a.b))
a
['(e) = ’ 3.8
( ) ob (a,b)=(e71e) ( )
e~ 0 elemento inverso de ¢, e
roy=1. (3.9)

O Primeiro Teorema Fundamental de Lie, teorema 3.2.1.1, mostra que as trans-
formacoes infinitesimais contém a informacao essencial para a determinacao do
grupo de transformacoes de Lie a 1-parametro. E sempre possivel reparametrizar
um dado grupo em termos de um parametro 7 de modo que, para valores 7 e 7o,
a lei de composicao seja ¢(71,72) = 71 + 2. O teorema 3.2.1.1 também mostra
que o grupo de transformacgoes de Lie a 1-parametro, Eq. (3.1), define um fluxo
estacionario dado pelas equagoes (3.5)-(3.6), e que qualquer fluxo estacionario des-
crito pelas equagoes (3.5)-(3.6) corresponde a um grupo de transformagoes de Lie

a l-parametro, Eq. (3.1).

3.2.2 Geradores infinitesimais

Tendo em vista o Primeiro Teorema Fundamental de Lie, teorema 3.2.1.1, sem
perda de generalidade, assumimos que o grupo de transformacoes de Lie a 1-
parametro, Eq. (3.1), é tal que sua lei de composicao é dada por ¢(a,b) = a + b,

come ! =—cel(e)=1.

Definicao 3.2.2.1. O gerador infinitesimal do grupo de transformagoes de Lie a
1-parametro, Eq. (3.1), € o operador diferencial parcial
X = X(x) = 0x) 7 = 0
81'1'

=1

(3.10)
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sendo 7, o operador gradiente, dado por

v:(a 9 8). (3.11)

Oxy Oxy’ Oz,
Assim, para uma fungao diferencidvel F(x) = F(x1,xa, ..., Ty),

XF(x) = Zei(x)ag—g‘) . (3.12)

=1

Teorema 3.2.2.1. Seja o operador X = X(x) definido pela Eq. (3.10), e o operador
Xk = XXMk = 1,2,.... O grupo de transformacées de Lie a 1-pardmetro,

Eq. (3.1), € equivalente a expansdo

2
x* = GEXX:X—|—€XX+%X2X+...

8k
= kax , (3.13)

k=1
chamada Série de Lie de x.
Como consequéncia do teorema 3.2.2.1, temos o seguinte corolario:

Corolério 3.2.2.1. Se F(x) € infinitamente diferencidvel, para um grupo de trans-
formagoes de Lie a 1-parametro, Eq (3.1), com gerador infinitesimal dado pela
Eq. (3.10), entao

F(x*) = F(e¥x) = e F(x) . (3.14)

Exemplo - Grupo de rotagoes:

x* = xcose+ysene

*

Yy = —xrsenc -+ ycose .

O infinitesimal para o grupo de rotagoes é dado por

0(x) = (61(2,y),02(x, y) = (0(z,y),n(x,y)) ,

sendo
dz*
O(r,y) = E =y,
e=0
dy*
77(% y) = d€ = — &,
e=0
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com correspondente gerador infinitesimal igual a

0 0 0 0

3.2.3 Funcoes invariantes

Definigao 3.2.3.1. Uma fungdo infinitamente diferencidvel F'(x) é uma fung¢do in-
variante do grupo de transformacoes de Lie a 1-pardametro, Eq. (3.1), se e somente

F(x*) = F(x) . (3.15)

Teorema 3.2.3.1. F(x) € invariante sob a ac¢ao do grupo de transformagoes de

Lie a 1-parametro, Eq. (3.1), se e somente se
XF(x)=0 . (3.16)

Teorema 3.2.3.2. Para um grupo de transformagoes de Lie a 1-parametro, Eq. (3.1),
a identidade
Fx)=F(x)+e¢ (3.17)

XF(x)=1. (3.18)

3.2.4 Coordenadas canonicas

Seja um grupo de transformagoes de Lie a 1-parametro, Eq. (3.1). A mudanga de

coordenadas

y =Y(X) = (51(x),52(%), -, yn(x)) (3.19)
transforma o gerador X = Y " | 94){)% no gerador de transformagoes infinitesi-
mais

" 0
Y=> ¥z, (3.20)
i=1

cujo infinitesimal, em relagao as coordenadas y definidas em (3.19), é dado por

ny) = m)my), . my) =Yy . (3.21)
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Teorema 3.2.4.1. O grupo de transformagoes de Lie a I1-parametro, Eq. (3.1),

com relagao as coordenadas 'y definidas na Eq. (3.19), € dado por
y =Yy . (3.22)

Definigao 3.2.4.1. Uma mudanca de coordenadas como a da Eq. (3.19) define
um conjunto de coordenadas canonicas para o grupo de transformacoes de Lie a

1-parametro, Eq. (3.1), se, em termos dessas coordenadas, o grupo for dado por

yi o= vy, 1=1,2,...,n—1, (3.23)
Yo = YnteE. (3.24)

Teorema 3.2.4.2. Seja o grupo de transformagoes de Lie a 1-parametro, Eq. (3.1).
Eziste um conjunto de coordenadas candnicas'y = (y1,Ya,- .-, Yn) tal que o grupo
dado pela Eq. (3.1) € equivalente ao grupo definido pelas equagdes (3.23)-(3.24).

Teorema 3.2.4.3. Em termos de qualquer conjunto de coordenadas canonicas,
Yy = (Y1,%2,---,Yn), 0 gerador infinitesimal do grupo de transformacoes de Lie a

1-parametro, Eq. (3.1), € dado por

0

Y ="
OYn

(3.25)

3.2.5 Pontos e superficies invariantes
Definigao 3.2.5.1. Uma superficie F(x) = 0 € uma superficie invariante sob a
agdo do grupo de transformacées de Lie a 1-parametro, Eq. (3.1), se e somente se
F(x*) =0 quando F(x)=0. (3.26)
Teorema 3.2.5.1. Uma superficie F(x) =0, escrita na forma
F(x) =z, — f(z1,22,...,Tp_1) , (3.27)

¢ dita ser invariante sob a acao do grupo de transformagoes de Lie a 1-parametro,

Eq. (3.1), se e somente se
XF(x) =0 quando F(x)=0. (3.28)

Definicao 3.2.5.2. Um ponto x ¢é dito um invariante do grupo de transformacoes

de Lie (3.1) se e somente se x* = x sob a a¢ao do grupo de transformagoes de Lie
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a I-parametro, Eq. (3.1).

3.3 Prolongacoes

Considere um grupo de transformagoes de Lie a 1-parametro, Eq. (3.1), asso-
ciado a um sistema S de equacoes diferenciais com n varidaveis independentes,
v = (x1,T9,...,2,), € m variaveis dependentes, v = (u',u? ..., u™). O grupo

de transformacoes de Lie a 1-parametro, representado na forma

= X(z,u;¢e) , (3.29)
u* =U(z,u;e) (3.30)

mapeia qualquer solugao u = ©(x) de S em outra familia de solugdes de S deixando
S invariante. Em outras palavras, o sistema de equagoes S mantém-se inalterado
em relagdo as varidveis transformadas das Egs. (3.29)-(3.30), para qualquer que
seja a solucdo u = O(x) de S.

O grupo de transformagoes de Lie a 1-parametro, Eqgs. (3.29)-(3.30), associado
a um sistema de equacgoes diferenciais S, determina apropriadamente as trans-
formacoes das derivadas de k-ésima ordem de u em relacao a x, denotadas por
Ou, O%u, ..., 0%u. Ja as transformacoes das derivadas das varidveis dependentes
conduzem a extensoes (prolongagoes) do grupo.

O grupo de transformagoes de Lie a l-parametro, Egs. (3.29)-(3.30), atua no
espago (z,u), enquanto o grupo estendido (prolongado) atua no chamado espago
de jato (x,u,Ou,*u, . ..,0%u), que inclui as derivadas das varidveis dependentes.

Analogamente, as transformacoes infinitesimais do grupo de transformacoes de
Lie a 1-parametro associado a um sistema de equagoes diferenciais S, Egs. (3.29)-
(3.30), também sao prolongadas para atuarem no espago de jato. Assim, falaremos
de transformagoes estendidas (prolongacdes) e de transformagoes infinitesimais es-
tendidas (prolongagdes infinitesimais) para o caso de uma varidvel dependente, u,

e n variaveis independentes, © = (x1, s, ..., T,).

3.3.1 Prolongacoes - 1 variavel dependente e 1 variavel in-

dependente

O estudo das propriedades de invariancia das equacoes diferenciais parciais de

k-ésima ordem com uma variavel dependente, u, e n varidveis independentes,
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r = (r1,%2,...,2,), nos conduz a extensoes (prolongacoes) das transformagoes
do espaco (z,u) para o espaco de jato (z,u, Qu, 0*u, . ..,0%u).

Considere um conjunto de transformagoes pontuais
(3.31)

(3.32)

do tipo 1-a-1, em algum dominio D no espago (z,u), com X (z,u) e U(z,u) dife-
renciaveis k vezes. As prolongagoes das transformagdes pontuais, Egs. (3.31)-(3.32),

preservam as condicoes de contato, ou seja,

du = w;dz; (3.33)
duiﬂz---ik_l uZI'LQdemlk ) (334)
em algum dominido D no espaco (x,u, du, 8u, ..., 0%u), se e somente se

du = u;dz; , (3.35)

dﬁilig...ik,1 a“lglkdjzk 9 (336)

em um correspondente dominio D no espaco (&, @, 9, . . ., O a).
Vamos agora assumir uma somatéria sobre indice repetido. Na Eq. (3.33),
du = u;,dx;, representa

(3.37)

du = ujdx; |

e na Eq. (3.34) du;yiy. i, . = Wiyiy. i, dx;, representa o conjunto de equagoes

AUiyiy. iy | = Wiyig..ip_jd%5, 4 =1,2,...,n;1=1,2,... )k —1. (3.38)
Introduzindo os operadores de derivagao total,

D; = Dliz' - aaxi + “z(% + Uzg% +...F Uumznﬁ S N (3.39)
com ¢ = 1,2,...,n, temos as prolongacgoes do grupo de transformacoes pontuais,
Egs. (3.31)-(3.32), dadas por

(3.40)

u; =Uj(z,u,uj), j=1,2,...,n.
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Das condigoes de contato, Egs. (3.33)-(3.34), obtemos
d.f?j = (DZXJ>d£L'“ j = 1,2,...,71 . 342)
Logo,
Seja A uma matrix de ordem n, invertivel, dada por
DX, ... DX,
A= : : (3.44)
D, X, D, X,
Entao,
’L~L1 U1 D1U
U U. DU
=] Pl=at| | (3.45)
Up U, D, U
leva a prolongagao no espago (x,u, du), ou seja,
T = X(z,u), (3.46)
o = Ul(z,u), (3.47)
ou = 9OU(x,u,0u) . (3.48)
De maneira geral, temos
Uiyig. i1 Uiyig..ip_11 DUy,
Uirig.oina2 | _ Uiri..ix_12 _ 4 DyUiyiy..ig s (3.49)
ailig...ik,ln Uilig...ik,ln DnUiliz...Z’k,1
sendo;, =1,2,...,nparal=1,2,...,k—1, com k = 2,3,..., cujas prolongagoes

para o espaco de jato (x,u,u,8u, ..., %) sao dadas por
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T = X(z,u), (3.50)
v = Uz,u), (3.51)
ou = 0U(x,u,0u) , (3.52)
oFu = 0FU(x,u,0u,0u,...,0") . (3.53)

Portanto, se as transformagdes pontuais, Eqs. (3.31)-(3.32), definem um grupo de

transformacoes de Lie a 1-parametro, descrito por

= X(z,u;¢e) , (3.54)
u=U(x,u;e) , (3.55)

atuando no espago (x,u), entao suas correspondentes k-ésimas prolongagdes para

o espaco de jato (x,u,du,*u, ..., 0%u), definidas por
= X(z,uje), (3.56)
ut = Ul(z,u;e), (3.57)
ou* = 9oU(x,u,du;e) (3.58)
oFu* = OU(z,u,0u,0u,...,0%u;¢) , (3.59)

definem um grupo de transformacoes prolongado em que

uj Uy DU
u U DU
2= P l=at| , (3.60)
uy, U, D, U
u;iz...ik—ﬂ Uili?"'ik*ﬂ DlUiliQ"lk !
U’Zig..’.’ik,12 _ Uili2~:-ik712 — A—l D2Ui1?2mik71 . (361)

*
Witig.ip_1n Usyig...ix_1n Dy Uiy in_y
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3.3.2 Prolongacoes infinitesimais - 1 variavel dependente e

n variaveis independentes

Seja o grupo de transformagoes infinitesimais de Lie a 1-parametro

vr = Xi(x,u;e) = x; + 0;(w,u) + O(e?) (3.62)
uw* = Ulx,u;e) = u+en(x,u) + O(?) | (3.63)
i=1,2,...,n, atuando no espago (x,u), com geradores infinitesimais dados por
) 0
X = 6;(x, u>@_mz + n(z, u)% . (3.64)

Considere a k-ésima prolongacao do grupo de transformacoes infinitesimais de Lie
a l-parametro, Eqs. (3.62)-(3.63), definidas por

i = Xi(z,uje) = 3 +ebi(w,u) + O(e?) (3.65)

ut = U(z,u;e) = u+en(r,u) + O(?) (3.66)

u; = Ufz,u,0use) = u; + 5n§1)(x, u, Ou) + O(e?) | (3.67)
U’;’:iz...ik = Uili2~--ik (:C, u? au? AR 7aku7 8) Y

= Uiy i, + 577@'(1?2...%(357 u,ou, . .. ,aku) +0(£%) (3.68)

emquei=12....,ney =12,...,nparal =1,2,...,k,comk =1,2,.... A

k-ésima prolongacao de seus infinitesimais é dada por
(O, ), 1D (@, 00), ... (0, 0, ., ) (3.69)

com correspondente gerador infinitesimal prolongado até a k-ésima ordem

0 0 0
®) — ¢, — Z 4
X 0;(z,u) B + n(x,u)au +n; 7 (x, u, Ou)
(k) 9

1119...1 °
F auiliz...ik

+ ...
aui

+n (3.70)

As expressoes para os infinitesimais prolongados {n(k)} sao provenientes do se-

guinte teorema’

Teorema 3.3.2.1. Os infinitesimais 77-(1)

;e 772@) do gerador infinitesimal prolongado,

' A demonstracao deste teorema encontra-se no Apéndice A.
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Eq. (3.70), sdo dados por

com 1 =

1,2,...

0 = D — (Dib)uy, i=1,2,... n;

k—1
( ) - (Dikej)uillémikflj )

(k) _
ni1i2mik - lemllz I (372)

,nparal=1,2 Jkcomk=23,...

Um resultado importante para este trabalho? decorre da aplicacao do teorema

(3.3.2.1) para o caso de uma varidvel dependente, u, e duas variaveis independentes,

x1 € x3. O grupo de transformacoes infinitesimais de Lie a 1-parametro prolongado,
Egs. (3.65)-(3.68), é dado por

o) 2
i = Xi(x1,x9,us8) = x; + £6;(x1, T3, u) + O(e7%) | (3.73)
* . _ 2
u = U(zy,22,uie) = u+en(x, z,u) + O(e7) (3.74)
* L) (1) 2
u;j = Uiy, o9, u,ur,up;€) = u; + ey (1, T, u, ug, ug) + O(e7) , (3.75)
o= Ui(x1, T2, u, Uy, ug, U1, Uz, Uga; €)
_ (2) 2
= U + 57%; (xh T2, U, Uy, Uz, Ur1, U12, U/22) + 0(5 ) 5 (376)
i,7 = 1,2, com correspondentes infinitesimais prolongados definidos por
1 _ [on 00, 80y 801, \2 _ 96y
G} o 6961 Bo. T | Ou ox1 Uy — oz 0z, U2 ou (ul) oy Y12 (377)
1 _ [on 86, 961, 06 2 961
m = get |5 e e — fru — 52 (u2)’ — Fluaug (3.78)
@ _ oy [y 0 o], 0% on _ 00 _ 9002
' = =T 28$18u a22 | U1~ G Uzt 250y | U1 — 25 Us
0°n 926, 026 026, 3 9262 2
+ [8u2 28z 8u] (ul) - 28x18uu1u2 T ou2 (ul) T ou2 (ul) U2
90, 90
— 8—U1U11 — 8—2UQ'LL1 — 2—U1U12 s (379)
2 _ (2) _ 9% 9%n 9%6 + 9%n 9%,
The = Thr = 0x10z2 0z10u 0x10z2 U2 Or20u  Ox1072
06y 06, 90y 861, 96 2 9%0, 2
" 911 oy Y22 t |: ox1 8x2i| U2 — Oxo B d11 O0x10u (u2) dx20u (ul)
9%y 9%6, 903 %6 2 9%61 2,2
+ [W ~ Gmon ~ Getu | Wtz — GFua(u2)” — G () uy (3.80)
(2 _ 9% %y 9%, 9%, 962 Y
My = 93 T (28000~ ad | W2 T Gzt au — 25,y | U22 — 25, ;U1
82 o2 0o o 8292 3 _ 8291 2
+ [8u2 26x ou ( ) 28x18uu1u2 ou? (’UQ) ou? Uy (uQ)
90 90
—3—U2U22 Bul UiU29 — Qa—ulUﬂ,ng . (381)

2Nos capitulos 4 e 5 lidaremos com classes de equacdes diferenciais que tém uma varidvel
dependente, u, e duas varidveis independentes: uma coordenada espacial, x, e outra temporal, t.
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3.4 Grupos de transformacoes multiparamétricas

e algebras de Lie

Nesta secao vamos estudar os grupos de transformagoes de Lie multiparamétricos,
assumindo um nuimero finito r de parametros, sendo que cada parametro do grupo
leva a um gerador infinitesimal. O conjunto de geradores infinitesimais pertence a
um espaco vetorial linear r-dimensional, que possui uma estrutura adicional cha-

mada comutador, e é denominado dlgebra de Lie r-dimensional.

3.4.1 Grupos de transformacoes multiparamétricas

Considere um grupo de transformacoes de Lie a r-parametros
x" = X(x;¢) , (3.82)

com x = (x1,%9,...,2,) € € = (€1,82,...,&.). Seja a lei de composigao dos

parametros dada por

¢(5’5) = (¢1(575)7¢2(575)’ cee 7¢r(5’5)) >

0 = (01,09,...,0.), € ¢(g, ) satisfazendo aos axiomas do grupo, com € = 0 corres-
pondendo a identidade e = ey = ... =¢, =0.

A matriz infinitesimal Z(x) é uma matriz r X n cujos elementos sao dados por

o’ 0X,(x,¢)
0..(x) = oni| = ZRKE) ,
i) =5, o Oea |y (3.83)
sendoa=1,2,...,r; j=1,2,...,n. Seja O(¢) uma matriz r X r com elementos
6%(5, 5)
Ousle) = —F—| 3.84
ple) = 2522 (3.84)
e matriz inversa dada por
b(e) = 67(e) (3.85)

O Primeiro Teorema Fundamental de Lie, Teorema 3.2.1.1, afirma que o grupo
de transformacoes de Lie a r-parametros, Eq. (3.82), em alguma vizinhanga de
e = 0, é equivalente a solugao para o problema de valor inicial de um sistema de

nr equagoes diferenciais parciais de primeira ordem
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r Oz} 0Ox3 ozy 7]
Oe1 Oe1 e Oe1
Oxy Ox; oz,
N
= Y(e)=(x") , (3.86)
oz Oz} oz,
L Oe, Oer e Oe,

comx*=xeme=0.

Definicao 3.4.1.1. O gerador infinitesimal X, correspondente ao parametro €,

do grupo de transformagdes de Lie a r-parametros, Fq. (3.82), é dado por

a 0
Xa:jgeaj()()a—xj, a = 1,2,...,7’ . (387)

com 0,(x) definido pela Eq. (3.83).

O grupo de transformagoes de Lie a r-parametros, Eq. (3.82), equivale a

T

x" = H etoXox = etrXignaXe . olirXry (3.88)
a=1
com iy, {a, - - . , i constantes reais arbitrarias, e o grupo de transformacoes de Lie

a l-parametro
.
x* = BEXX — eszazl UQXQX

: (3.89)

define um subgrupo a 1-parametro do grupo de transformacoes de Lie a r-parametros,
Eq. (3.82), em termos das constantes reais oy, 09, ..., 0.

3.4.2 Algebras de Lie

Definicao 3.4.2.1. Considere um grupo de transformacoes de Lie a r-parametros,
Eq. (3.82), com geradores infinitesimais {Xo}, o = 1,2,...,r, definidos na Eq. (3.87).
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O operador de primeira ordem

Xo, Xs] = XoXp—XsX,

y K@Mx)a%) (1492 ) (592 ) (0.2 )|

i,j=1
= Zn] ax (3.90)
J

em que

(%)= leai(x)ae%f — 05i(x) aagi ix)] (3.91)

i=1
¢ chamado comutador de X, e Xg.

Da definigao 3.4.2.1, segue que
[Xo, Xg] = —[X5, Xa] - (3.92)

Teorema 3.4.2.1. (Segundo Teorema Fundamental de Lie). O comutador de
dois geradores infinitesimais quaisquer de um grupo de transformacoes de Lie a
r-parametros, Eq. (3.82), € também um gerador infinitesimal do grupo. Em parti-

cular,

[Xa, Xg] = Z , (3.93)

sendo C’gﬂ as chamadas constantes de estrutura, com o, 3,y =1,2,...,r.

Definicao 3.4.2.2. A Eq. (3.93) representa as relagoes de comutac¢ao do grupo
de transformagoes de Lie a r-parametros, Eq. (3.82), com geradores infinitesimais

dados pela Eq. (3.87).

Os geradores infinitesimais X,, Xg e X, satisfazem a identidade de Jacobi
[Xas X, X5 ]] + [Xg, (X5, Xa]] + [X, [Xa, Xp]] = 0. (3.94)

Portanto, considerando as relagoes de comutacao entre os geradores infinitesi-

mais, Eqgs. (3.92)-(3.94), podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 3.4.2.2. (Terceiro Teorema Fundamental de Lie). As constantes de

estrutura, definidas pela Eq. (3.93), satisfazem as relagoes
C’gﬁ = —C’ga, (3.95)

ayCpy T

D ChC +Ch O+ Ch Oy = (3.96)
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Definicao 3.4.2.3. Uma dlgebra de Lie L ¢ um espacgo vetorial para algum campo
F com uma lei de combinagao dos elementos em L (o comutador) satisfazendo as
Eqgs. (3.92)-(3.94). Em particular, os geradores infinitesimais {X,}, a = 1,2,...,r,
de um grupo de transformacgoes de Lie a r-parametros, Fq. (3.82), formam uma

dlgebra de Lie r-dimensional, L, sobre R.

Teorema 3.4.2.3. Sejam X&k) e ng) 0s k-ésimos geradores infinitesimais prolon-
gados dos geradores infinitesimais X, e Xg, e seja [Xq, X5]® 0 k-ésimo gerador

infinitesimal prolongado do comutador (X, Xg|. Entao
Xa, Xp]® = [XP,XP)], k=1,2,... . (3.97)
Assim, se [X,, Xg] = X, temos
XE XY =XW k=1,2,... . (3.98)
Definigao 3.4.2.4. Um subespaco J C L € uma subdlgebra da dlgebra de Lie L

se, para quaisquer X, Xz € J, [Xa,Xg] € J.

3.5 Equacoes diferenciais parciais

Nesta secao veremos o critério infinitesimal para a invariancia de equacoes dife-
renciais parciais que nos permite obter os geradores admitidos por essas equagoes.
Superficies invariantes do grupo de transformacoes de Lie nos levam a solugoes in-
variantes, obtidas ao se resolver um sistema de equagoes diferenciais parciais com

nimero de variaveis independentes reduzido em relagao ao das equacgoes originais.

3.5.1 Invariancia de uma equacao diferencial parcial

Considere uma equagao diferencial parcial de ordem £k,
F(x,u,0u,0%u,...,0") =0, (3.99)

em que ¢ = (x1,%9,...,T,) representa as n variaveis independentes, u denota a
varidvel dependente, e du = &u/0x; 0x;, ... dx;; indica o conjunto de todas as
derivadas parciais de j-ésima ordem de u em relacao a x, com i; = 1,2,...,n para
j=12... k.
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Assumimos que a Eq. (3.99) pode ser escrita em termos de algumas derivadas

de [-ésima ordem de u, ou seja,
F(x,u,0u,0u, . ..,0%) = uyi,. i, — f(2,u,0u,0%u, ... 0%), (3.100)

com f(x,u,0u,d%u,...,0%u) nao dependentes de ;. ;-

Definic¢ao 3.5.1.1. O grupo de transformacoes de Lie a 1-parametro, Eqs. (3.29)-
(3.30), deiza a Eq. (3.99) invariante se e somente se sua k-ésima prolongagao, re-
presentada pelas Eqs. (3.56)-(3.59) e Egs. (3.60)-(3.61), deizam a superficie (3.99)
mvariante.

Logo, a invariancia da superficie (3.99) sob a acdo da k-ésima prolongagao grupo de
transformagoes de Lie a 1-parametro, Egs. (3.29)-(3.30), significa que uma solugao
qualquer u = (z) da Eq. (3.99) é mapeada em outra solu¢ao u = ¢(z;¢) dessa
mesma equagao sob a a¢ao do grupo (3.29)-(3.30). Em outras palavras, a familia
de solugoes da Eq. (3.99) é invariante sob a ac¢do do grupo de transformacoes
de Lie a l-parametro, Eqs. (3.29)-(3.30), se e somente se a Eq. (3.99) admitir o
grupo (3.29)-(3.30).

Teorema 3.5.1.1. (Critério infinitesimal para a invariancia de equagoes diferen-
ciais parciais). Seja

0 0
X = Hi(x,u)% +n(x, u)% (3.101)

o gerador infinitesimal do grupo de transformacoes de Lie a 1-parametro, Eqs. (3.29)-

(3.30), com k-ésimo prolongamento € dado por

0 0 0
k) —_ p. -~ I 1)
X 0;(x,u) oz + n(x, u>8u + ;7 (z,u, Ou) . +...
(k) 2 k 0
+ nilig...ik (a:? U, au? a Uy ... 78 u>au— ) (3102)
11%2...0%

sendo 771-(1) definido pela Eq. (3.71) e nz(fl)Zl]

j=1,2,...,k. Entao o grupo de transformag¢oes de Lie a 1-parametro, Eqs. (3.29)-
(3.30), € admitido pela Eq. (3.99) se e somente se

pela Eq. (3.72), i; = 1,2,...,n para

X®F(z,u,0u, 0%, . ..,0%u) =0 (3.103)

quando
F(x,u,0u,0%u,...,0")=0. (3.104)




3.5 Fquagoes diferenciais parciais 37

3.5.2 Solucoes invariantes

Considere uma equagao diferencial parcial escalar de ordem &k > 2, Eq. (3.99), que
admita o grupo de transformacoes de Lie a 1-parametro, Eqs. (3.29)-(3.30), com

gerador infinitesimal dado pela Eq. (3.101) (assuma que 6(x, u) # 0).

Definicao 3.5.2.1. A solucao u = (x) € uma solugdo invariante da Eq. (3.99),
correspondente ao gerador infinitesimal (3.101) que essa equagdo admite, se e so-

mente se
(i) uw=(x) € uma superficie invariante do gerador definido pela Eq. (3.101);
(i1) uw=1(z) € solugdo da Eq. (3.99).

A partir da defini¢ao 3.5.2.1, é possivel afirmar que u = ¥ (z) também satisfaz as

seguintes condigoes
(i) X(u—(z)) =0 quando u = (x), ou seja

o)

(@, ¥(x)); (3.105)

(ii) F(z,u,0u,0u,...,0%u) =0, quando dFu = d*(x), ou seja
F(x,(x),00(x), 0%(x),...,0%)(z)) =0 . (3.106)

As solugbes invariantes (consideradas primeiramente por Sophus Lie (1881)) sao

determinadas pelos métodos abaixo:

(a) Método da Forma Invariante. A EDP de primeira ordem (3.105) é resol-

vida através da resolucao das equagoes caracteristicas correspondentes para

u=9le) dry  dry _dx,  du 3107
01(z,u)  Oa(z,uw) 7 Op(x,u)  nlr,u) (3.107)

Se (wy(x,u), wy(x,u),. .., wy_1(x,u)),v(r,u)) sdo n invariantes independen-
tes de (3.107) com v, # 0, entdo a solugao u = ¥ (x) de (3.105) é dada

implicitamente pela forma invariante
v(z,u) = d(wr(z,u), wa(z,u), ..., wu_1(x,u)), (3.108)

onde ¢ é uma funcao arbitraria de wy, wy, ..., wy,_1.
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Assim, substituindo (3.108) em (3.99) obtemos um EDP reduzida com n — 1
variaveis independentes (wq,ws, ..., w,_1) e varidvel dependente v, e resol-
vendo-a encontramos solugoes que sao da forma v = ¢(wy, ws, ..., w,). Por-

tanto, a EDP (3.99) tem solugoes invariantes dados implicitamente pela forma
(3.108).

(b) Método da Substituicao Direta. Esse método é titil caso a condig¢ao
(3.105) nao possa ser resolvida explicitamente, isto é, as equagbes carac-

teristicas (3.107). Assumimos, sem perda de generalidade, que 6,, # 0. Entéao

Uy = — ni: bilz,0) - lwsw) (3.109)

Logo, qualquer termo que envolva derivadas com relagao a x, pode ser ex-
presso em termos de x,u e derivadas de u em relacdo a x1, 9, ..., T, 1. Assim,
substituindo diretamente (3.109) em (3.99) obtemos uma EDP reduzida com
variavel dependente u e n — 1 varidveis independentes (z1,xa,...,2Z,_1) €
parametro x,. Qualquer solucao desta EDP reduzida define uma solucao in-
variante da EDP (3.99). Para o caso n = 2 a EDP reduzida corresponde a
uma EDO.

3.5.3 Sistema de equacoes determinantes

Seja
Uiyiy..iy = f(x,u,Ou, u, ... ,8ku) (3.110)

uma EDP de ordem k (k > 2) onde f(z,u, du, 0%u, . . ., 0%u) nao dependa de w;,4,._;,-
O teorema 3.5.1.1 estabelece que a EDP (3.110) admite o grupo de transformagoes

pontuais de Lie a 1-parametro com o gerador infinitesimal

0 0

X = 6;(x, u)a—m + n(z, u)% : (3.111)

com sua k-ésima extensdo dada por (3.102), se e somente se 6 e 7 satisfizerem a

equacao determinante de simetria

0 0 0
o0 g 0f  OF mOf

() of
11%2...1] ]axi au J auj + cee + n

i1§2...7 )
Iz auj1j2---jk

(3.112)

quando (3.110) é satisfeita.

Entao, podemos afirmar que
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(k) A T .
(a) mj,j,. . ¢ linear nas componentes de 0Pu se p > 2;

k , o : :
(b) 77](-1])-2”.]-16 ¢ um polinoémio nas componentes de du, 0%u, . . ., OPu, cujo coeficientes
sao lineares em (0(x,u),n(z,u)) e em suas derivadas parciais com relagao a

(xz,u) até a ordem p.

De (i) e (ii) segue que se f(x,u, du, d?u, ..., %u) é um polindmio nas componen-
tes de du, 0%u, ..., 0%u entao (3.112) é uma equacao polinomial nas componentes
de u,d?u,...,0%u cujos coeficientes sao lineares em (0(z,u),n(z,u)) e em suas
derivadas parciais até o ordem k. Observe que, para qualquer ponto x, podemos
atribuir um valor arbitrario para cada componente de du, 9u, . .., 0%u desde que
(3.110) seja satisfeita. Logo, usando (3.110) para eliminar wu;;, ;, de (3.112) a
equacdo polinomial resultante nas componentes of du, 0%u, ..., 0%u deve ser ver-
dadeira para os valores arbitrarios dessas componentes. Assim, os coeficientes da
equacao polinomial resultante devem ser igualados a zero separdamente, resultando
em um sistema de equagoes diferenciais parciais lineares homogeéneos para as n+ 1
fungoes (0(x,u),n(x,u)), chamado de conjunto de equagies determinantes para os
geradores infinitesimais {X} admitidos por (3.110). O conjunto de equagdes de-
terminantes é usualmente chamado de sistema sobredeterminando de EDP’s para
(0(x,u),n(z,u)) ja que geralmente hd mais de n + 1 equagoes determinantes.

Como exemplo, vamos considerar a equacao diferencial parcial
up = u2 (3.113)

em que r1 = x e x93 = t. Os geradores de simetria da Eq (3.113) sao

Xi = —dtal — 4?2 4222

Xy = —Qta% + x% ,

Xs = 5

Xy = (322 —2tu) 2 +wtd +aul |
X5 = t% — ua% ,

Xe = 2 +2ul,

X = £,

Xg = —daul +22) — 4L |

X9 = —QU(% + x% ,

Xip = 2.

Neste caso temos dez constantes arbitrarias e os vetores de campo {X;}, i =
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1,...,10 formam uma &lgebra de Lie de dimensao 103.

3A resolucdo completa desse exemplo pode ser vista no Apénce B
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Capitulo 4
A equacgao vcK(m,n)

Neste capitulo mostramos a aplicacao do método de simetrias de Lie na obtencao de
classes de equagoes veK (m,n) que admitem como élgebra de simetria subdlgebras
da algebra de simetria da equacao KdV classica. Para os casos particulares das

equagdes veK (m,n) encontradas [40], apresentamos algumas solugoes invariantes.

4.1 Motivacao

Conforme apresentado no capitulo 2, hd mais de uma década a equagao KdV,
u + [u2 + um}m =0, (4.1)

foi generalizada para uma classe de equacoes nao-lineares, nomeada de equagao
K(m,n) [27], dada por
w+ [+ (u")ee], =0, (4.2)

e que para alguns valores de m e n, as solugoes das equagoes K (m,n) tém suporte
compacto e amplitude independente da largura da onda [27]. Este tipo de solugao
é chamada compacton e, em natureza, é diferente da soliton KdV, que estreita com
o aumento da amplitude.

Na teoria classica dos sélitons, integrabilidade e colisoes elasticas estao intima-
mente relacionadas mas, no dominio das equagoes K (m,n), embora algumas leis de
conservacao tenham sido obtidas, nao se sabe exatamente em que circunstancias
essas equagoes sao integraveis [29]. Um grande esfor¢o tem sido feito com o in-
tuito de compreender o mecanismo nao-linear subjacente aos processos descritos
pelas equagoes K (m,n) [30, 31, 32], incluindo uma generaliza¢do analoga para a
equagao de Sine-Gordon [33]. O método de simetrias de Lie tem sido usado para

este proposito, e também na classificagao de grupos [44, 45].




4.2 As novas classes de equagoes veK (m,n) 42

Com o objetivo de obter generalizagdes de uma equagao diferencial parcial, um
procedimento padrao é a escolha de uma simetria inicial, que usualmente é consi-
derada como a simetria de uma classe de equagoes mais restritiva. Esta abordagem
tem sido adotada para obter, por exemplo, equacoes de Fokker-Planck generaliza-
das que admitem as simetrias de Lie de uma equacao de difusdo especifica [39].
Nosso objetivo é seguir essa linha de raciocinio e estudar e classificar algumas
equagoes K (m,n). Considerando a algebra de simetria de Lie da equagao KdV
classica, (iqy, entao passamos a encontrar todas as equacoes em um dada classe
de equagoes K(m,n) que sao invariantes sob {xqy .

Vamos estudar classes de equagoes K (m,n) nao-lineares com coeficientes de-

pendentes do espaco e do tempo, veK (m, n), representadas pela expressao
w + [fu™ + g(u)p], =0, (4.3)

em que u = u(x,t), f = f(z,t), g = g(z,t) e m e n sdo parametros reais.

4.2 As novas classes de equacoes vcK (m,n)

Vamos comecar pelo conjunto de geradores de simetrias de Lie da equacao KdV

padrao, Eq. (4.1). Os geradores infinitesimais definidos na Eq. (3.10),

0 0

X = ‘9(951,@;“)890 + U(xhxzau)%

Li=1,2

em que r1 = x e r9 = t, correspondem as simetrias de Lie pontuais

X1 = 0O,

Xy = 0O,

X3 = 2t0, + 0, ,

Xy = 20, + 3t0; — 2uo, , (4.4)

sendo X; e Xy os geradores de translacao espacial e temporal, respectivamente. O
gerador X3 representa as transformacoes de Galileu, enquanto X4 pode ser definido
como um gerador de dilatacoes nao-homogeéneas.

Os geradores (4.4) compoem a algebra 4-dimensional da equagao KdV padrao,

que denominaremos por {xq,. Considerando as relacoes de comutacao estabeleci-
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das na Eq. (3.93), obtemos

X, Xy = Xy,

Xy, X3] = 2Xy,

[Xq, Xy = 3Xy,

X3, Xy] = —2X3,

Xy, Xo] = [X4,X3]=0, (4.5)

ou seja, as subalgebras da dlgebra de simetria (g4, a saber

{Xl}v {XQ}a {X3}7 {X4}7 {Xh X4}7 {X27 X3}7 {X% X4}7 {X?n X4}7 {Xla X, X3, X4} :

Nosso objetivo é construir classes de equagoes veK (m,n) que admitam como
algebra de simetria subalgebras da algebra (4. Para implementar esse calculo, é
conveniente escrever a Eq. (4.3) de maneira mais geral, em termos de coeficientes

a;, ©=20,1,...,6, arbitrarios, ou seja

-1 2.2 ~1
u + apu™ + a1 u™ Uy + agu” UL + asu” T Uy,

-3, 3 —2 -1
+agu" U, + Fasu" T Uptyy + AU Uggy = 0 . (4.6)

Comparando as equagoes (4.6) e (4.3), as relagdes entre os coeficientes a; e as

fungoes f = f(x,t) e g = g(x,t) ficam entdo estabelecidas

a = [z,

ap = mf,

a; = nn—1)g,,

as = NGz,

ag = n(n—1)(n-2)g,

as = 3n(n-—1)g,

ag = ng. (4.7)

De acordo com a teoria estudada no Capitulo 3, o vetor de campo descrito pela
Eq. (3.10) com 21 = x e x9 = t,

X =0i(z,t,u)0, + O2(x, t,u)0 + n(x,t,u)0, , (4.8)

¢ um gerador de simetria da Eq. (4.6) se esta for invariante sob a agao do grupo
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de transformagoes de Lie a 1-parametro, Eqs. (3.62)-(3.63) com 21 = z e x9 = t,

¥ = x+ebi(x,t,u) +O0(?), (4.9)
t* = t+eby(x,t,u) +O(?), (4.10)
ut = uten(z tu)+O(?) . (4.11)

Conforme o Teorema (3.5.1.1), para que a Eq. (4.6) admita o grupo de trans-
formagoes infinitesimais a 1-parametro das Eqs. (4.9)-(4.11), com gerador infinite-
simal dado pela Eq. (4.8), os coeficientes 6;, i = 1,2 e n devem satisfazer ao sistema
de equagoes de determinantes (3.112). Usando os recursos do pacote SADE [53],

obtemos o sistema de equagoes determinantes

eq (agu™ Oy + a5t Oy + 2a4u"0,) 62 = 0,
eqa (6a6u"_15’um + 2a5u" 20, + 2a3u™ 10, ) 0y =0,
eqs (aﬁu"*am + azu" 20y — agu™ 30 ) 0,=0,
eqy (3a6u" 19 ) 0, =0,

eqs (3a6u L O0pu + asu™ 8u) 0y =0,

eqe (3a6u”’18m + 2a3u”’18x) 0y =0,

eqr (3a6u"_1(3u$ + a5u"_2(?x) 0y =0,

eqs (3a6u" L O + 2a5u™ 20 ) 0y =0

eqy (3a6u” 1 ) 0y =0,

€q10 (6agu™ " 0yy) 61 =0,

eqi1 : 3agu"l0,05 =0,
eqia ¢ (30,) 01 — (3a6u"’18um + a5t 204y + 2a3u" 10y + 2a2u"’281) 0y =0,
eqiz - (30L6uf‘_16?uugC + 205U 20 + 3a4u” 30, + asu™ 0y, + agu”_Qﬁu) 0y =0,

eqra : (nut—u)n+ ((82%) — 381) 0,
6

ora
+ <a/6u"18xx:p + ( t 6) + a3unflaxx + alumfla‘r i au + at> 92 —0 ,
ag
eqis ¢ (3agu" ' Oupe + a5 0py + 2a5u" " Oy + ™ *m)

(ax%)um_l — dagu™0, + 8,5) 01
Qe

()

(CL u” azxx + CL3U axz + ay
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eqig - (3a6u"_13wz + 2a5u" 2 0yp + 3a4u" 30, — azu 0y + ao (u”_28u — u"_3)) n

— (30L6u”_18um + a2 04y + 2a3u" Oy + aqu” 2 (M — 836)) 0,
Qe
0 0,
(@ = san 0, 6 (an (220 )Y ) g, o,
73 a2
eqir - (aﬁu"’lauuu + asu™ 20y + 2a4 (u"’38u — u”’4)) n
- (3a6u”18um + 2a5u" 20y, + G4Mu"*3 — (Opag)u™ > + agunlauu> 0,
Ge

— (2a2u”_23u) ‘91 — <6L4 ((ataﬁ) — (8ta4)) un—S) ‘92 = 0 s

Ge Q4

eqig - (3a6u”_18uu + as (u”_28u - u”_3)) n

- (Qaﬁunlﬁuz + as (az%)u"Z — (Dpas)u™? — agunlau) 0,
6

(4o

equy (aﬁu”_lﬁmm + asu™ 10y + a1 u™ 10, + ag (umau +u™ (m —n+ 1)) + 8t) n

(- )

(oo (G- ) )=,

€Qa - (3a6u"’18w + a5u”’28x) n

— (3a6u”_18 +CL3UTL_1 ((axGG) — (8za3) — 8 )) 91

Qg a3

- (a5 <(at“6) - @“3)) u”_l) 0y =0. (4.12)

(073} a3

Vamos impor que a Eq. (4.6) admita como &dlgebra de simetria as subédlgebras

da algebra de simetria (i gy,

X b {Xa b X}, {Xa ), {1 X0, Xap, {Xo, Xa ), { X, Xa}, {Xs, Xaf, { X, Xo, X3, Xa}

substituindo os coeficientes 61,60, e n de cada um desses geradores no sistema de
equagoes determinantes (4.12). Assim, chegamos a um sistema de equagoes dife-
renciais nao-lineares para os coeficients a;, ¢ = 0,...,6, com nimero de equagoes
reduzido em relagao ao do sistema anterior. Finalmente, resolvendo o sistema de
equagoes para os coeficientes a;, i = 0, ..., 6, encontramos as fungoes f = f(xz,t) e
g = g(x,t) e, consequentemente, as novas equagoes veK (m,n). Esse procedimento

¢ ilustrado a seguir.
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4.2.1 Equagao vcK(m,n)x,)

Substituindo os coeficientes 01,6, e n da algebra {X4} (subdlgebra da &lgebra

lkav) no sistema de equagoes determinantes (4.12) associado a Eq. (4.6), obtemos

o seguinte sistema de equacoes diferenciais para os coeficientes a;, i = 0,...,6:
0, 0 3
eqp : u™ (ao (< a6)x + 3< ta6)t+ 2 (m —n— —)) — (Opag)r — 3(8ta0)t) =0,
ag Qg 2

eqy - u™ ! (al (M:p + 3Mt +2(m—n— 1)) — (0pa1)x — 3(8ta1)t) =0,

Qg Qg

€43 n2 ( 2 ((&aﬁ)x + 3(ata6)t — 1) — (Opaz)r — 3(8ta2)t) =0,
ag ag
eqs unfl (a3 <(8$a6>$ + BMt — 1) — (axag)ﬂi — 3(315@3)1;) = O ,
Qg Qe
eqs : u"? (a4 <(8Ia6)x + 3(6ta6)t) — (Opaq)x — 3(8ta4)t> =0,
Qg Qg
eqg : u"> <a5 ((&C%)x + S(at%)t) — (Opas)r — 3(8ta5)t) =0,
Qg Qg
eqr E ((@;%)x + 3<ata6)t> —n+1=0. (4.13)
2 Qg ag

A fim de encontrar as fungoes f(z,t) e g(x,t), reescrevemos a eq; do sistema de
equagoes (4.13) da seguinte maneira
8&6 (‘3@6
r— +3t— = (2n — 2)ag . 4.14
003 = (2 - 2)ag (114)
De acordo com Secao 3.5 do Capitulo 3, podemos utilizar o método das carac-
teristicas para obter solugoes da Eq. (4.14). As equagoes caracteristicas para a

Eq. (4.14) sao dadas pelo sistema

dr dt dag

== 4.15

r 3t (2n—2)ag (4.15)
Resolvendo o sistema (4.15), encontramos

t ag

5= C4, Pl Cy (4.16)

em que C e Cy sao constantes de integragao. Sendo a solucao da Eq. (4.14) dada

Qg o t
-2 F (ﬁ) )

por
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t
ag = F (E) xQn—Q ,

em que F'(.) é uma fungao arbitraria de seu argumento.
Uma vez que ag foi determinado, o sistema de equages (4.13) passa a ter

temos

equacoes independentes para os coeficientes a;, © = 0,1, ...,5, remanescentes
(um[x(ﬁxao) + 3t(0yag) — (2m — 5)ag] =0,
u™ Hz(0payr) + 3t(0ar) — (2m — 4)ay] =0,
"=2[x(0pas) + 3t(0raz) — (2m — 3)as) =0,
u" Hz(0zasz) + 3t(draz) — (2m — 3)az] =0,
u" 32 (0pa4) + 3t(Dyaq) — (2m —2)ay) =0,
| u"?[x(0pas) 4 3t(Dsas) — (2m — 5)as] = 0.

As relagbes (4.7) mostram que é necessdrio conhecer apenas os coeficientes a; e
ag para determinar, respectivamente, f(z,t) e g(x,t). Portanto, procedendo de

maneira analoga, encontramos

t
a, = F (_3) x2m—4 ’
X

em que F'(.) é uma fungao arbitréria de seu argumento Assumindo a forma mais

simples possivel para F(.), ou seja, F' (;—3) = <%, sendo ¢ uma constante arbitraria,

temos
S L
f('ra t) = — =T )
m m
a cot
g(x,t) = 0 = b
n n

e, consequentemente, a classe de equacoes veK (m,n)x,;'

t t
Ut+ 07; 2m—7 m+cim2n—5(un)xx :07 (417)

n T

com constantes arbitrarias ¢; e cs.

LA escolha das simetrias {Xy, X, }, {X2, X, } e {X3,X,} leva a este mesmo resultado.
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4.2.2 Equagao vcK(m,n)x,

Seguindo o mesmo procedimento da secao anterior, encontramos a classe de equacoes
veK (m,n) que admite como gerador de transformagoes infinitesimais a simetria

{X3}. A classe de equagdes veK (m,n)x,) ¢ dada por

2—m
g+ | [ e-mmsztu EELN P Cite“*"ﬂ/%%u")m =0, (4.18)
m m(m — 1) n ’

com ¢; e ¢y constantes arbitrarias.

4'2°3 Equagéo VCK(m’ n){X17X27X37X4}

Neste caso, ao impor que a Eq. (4.6) admite a dlgebra de simetria expandida pelos
geradores X, i = 1,2, 3,4, econtramos a classe de equagdes veK (m, n)(x, x,,X; X,}+
ou seja,
cixt (
e

t
wy -+ 1—m)x/2tuum + Cie(l—n)x/%u(un)xx} =0. (419)
m n

com constantes arbitrarias ¢; e cs.
Apresentamos a seguir algumas solucoes invariantes para casos particulares das

novas equagoes vcK (m,n) obtidas.

4.3 Solucgoes invariantes das equagoes vcK (m,n)

O método de simetrias de Lie possibilita uma maneira de se obter solugoes especiais
de uma equacao diferencial parcial. Tais solucoes sao caracterizadas por sua in-
variancia sob transformacoes de simetrias, e sao denominadas solugoes invariantes.
Nesta se¢ao apresentaremos as solugoes invariantes obtidas para casos particulares
da classe de equagoes ve K (m, n) encontradas a partir de uma subdalgebra da dlgebra
de simetria de Lie da equagao KdV ordinaria.

O algoritmo para a construcao de solugoes invariantes é dado no capitulo 3, na
secao (3.5). Para efetuar a busca por solugdes invariantes para a classe de equagoes
obtidas recorremos a computacao algébrica intensiva através do pacote SADE [53].
Para tal finalidade consideramos os geradores e as combinacoes dos geradores de
simetria (4.4), além dos geradores adicionais obtidos pela escolha dos valores dos

parametros m e n.
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4.3.1 Equagéio VCK(L 1){X1,X2,X3,X4}
Param =n =1, a Eq. (4.19) torna-se
Uy + citu + cratuy + cotuge, = 0 . (4.20)

Apresentamos a seguir as solugoes invariantes obtidas para este caso particular.

e Simetria {X = cjze2”0z + t ez 9t — cyuez”du}: As solugdes inva-
riantes u = ¢(x,t) da Eq. (4.20), correspondentes a essa simetria, devem
satisfazer a Eq. (3.105), ou seja,

oY

3 2 3 2
crre2ct e +t ezt

0 30,42
8—:/; = —cre2q . (4.21)

Resolvendo o sistema de equacgoes caracteristicas

dz _ dt _ du

2 T 3 2 T 3 2
cyt t_1€261t 761U6261t

3
cixre?2
cujos invariantes sao

1 2 1 2
w=zxe 2 | p=uye2" .

obtemos a soluc¢ao da Eq.(4.21) pela forma invariante

uezt?” = p(re~2t)
Resolvendo para u, temos
u=1(z,t) =e 27 p(q) | (4.22)

com ¢ = ze~ 2%, Levando a Bq. (4.22) na Eq. (4.20), obtemos

(<)

=0

Finalmente, apds resolver a equagao diferencial ordindria acima e retornar as
variaveis originais, obtemos a seguinte familia de solugoes invariantes sob a
simetria {X} para a Eq. (4.20),

u(z, t) = kya?e 297 4 kyre ot 4 ke~ 241" (4.23)

sendo k;, © = 1,2, 3 constantes arbitrarias.
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Figura 4.1: Gréficos da solugao (4.23). Esquerda: z =0 e k3 = 1. Direita: t =0 e
ki=1,1i=1,2,3. Centro: ey =k; =1, 1=1,2,3.

e Simetria {X;}: A solugao invariante da Eq. (4.20) neste caso é

u(z,t) = 18\/creoksa™ + 2% [k Jo(2) — \ferkaJy(2)]
+ 3my/Ccreaks [2¢/Cx T Ey(a) — /a2 PE, 14 (a)]
+ V3m/aieaks (2,671, (a) — e 2T, 4 (a)] , (4.24)

sendo J,,, E, eJ,,n =1/3 ev = 2/3, as fungdes de Bessel de primeira espécie,

. 3 .
Weber e Anger?, respectivamente; a = %,/%; ki, v+ = 1,2,3, constantes

arbitrarias.

WMM/\/\/\

EARVARVALVARVARVAR O8

Figura 4.2: Graficos da solugao (4.24). Esquerda: ¢ =co=4k; =1, i=1,2,3.
Direita: Cl = Cy = kz = 1, 1= 1,2,3.

2Maiores detalhes sobre essas funcdes no Apéndice D.
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4.3.2 Equagao vcK(1,1)x,
Param =n =1, a Eq. (4.17) torna-se
Uy + [cltx"r’u + cgtx’:)'um]w =0. (4.25)

As solugodes invariantes encontradas para a Eq. (4.25) estao listadas a seguir.

e Simetria {X2}: A solugao invariante neste caso é

u(z,t) = ki’ + kox® + ks ™% | (4.26)

com a =

N | —

(1 + ‘:2;24‘:1> e k;, 1=1,2,3, constantes arbritarias.
151
101
o
0‘5 1‘0 1‘5

Figura 4.3: Gréaficos da solucao (4.26). Esquerda: k; =1, 1 =1,2,3, ¢; = —2¢y e
a =2. Direita: k;=1,1=1,2,3, ¢c; = —2cs e a =2

......

e Simetria {X,}: Para esta simetria, a solu¢ao invariante obtida foi

w(w, t) = kit~ 7305 <1F [% 10 L, 105;2])
t kot T 2 ( [% 22, o D

, ' 76 108cat2
c—3 2
== ,.1—c c+3. —2¢c+7 —cH+2. T
kgt Tt (1B [ e s et ) (427
em que ,F,lai,...,a,;b1,...,b,; 2| representam as séries hipergeométricas ge-
p-q ) ) Py ) » Vg

neralizadas®; ¢ = 1/2 (1 — 4 /%); ki, i =1,2,3, constantes arbitrarias.

4.3.3 Equagao vcK(2,2)x,)

Para m = n = 2, a forma resultante da Eq. (4.17) é

t t
us + {ix_g'uz + Cix_l(ﬁ)m} =0. (4.28)

3Maiores detalhes sobre essa funcdo no Apéndice D.
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Para a Eq. (4.28) obtivemos as seguintes solugoes invariantes.
e Simetria {X,} Considerando esta simetria, a solugao invariante encontrada
foi

1/2
u(r,t) = [a (ks + ko' ™) — 55 (kzx® — kpa'™) — 2k1ax3] . (4.29)

1 o Cco _ co—4cq ) . ~
emquea = ;(1+3),a= oo B= /2% ek, i=1,2,3, sao constantes

arbitrarias.

u(x)
3.0?
2.5?

20F

Figura 4.4: Gréafico da solugao (4.29), com k; =1, i =1,2,3, ¢; = —2¢9, a =2,
a=1/4ep=3.

e Simetria {X = z0, + 4u0d,} A solugao invariante sob essa simetria é

4 4
u(z,t) = —5(01+56;)t2+4k1 , (4.30)

em que k; é uma constante arbitraria.

u(x)

15+

10-

L L X - h 4
-2 I 1 2 s

Figura 4.5: Graficos da solugao (4.30). Esquerda: t = 0ec; = ¢y = ky = 1. Direita:
cp=c=k =1
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4.3.4 Equagao vcK (3,3)x,

Para o caso m = n = 3 temos a equacgao

t t
U + [%xllﬁ + %x(ug)xm] =0, (431)

x

cujas solugoes invariantes encontradas sao

e Simetria {Xs}: a solugao invariante sob esta simetria é

1/3
u(z,t) = [’y (ksz® + koa' ™) — 3% (ks — ko' ™) — 2]{:1730] . (4.32)

onde a = %(1 +0),y= %, 8= 4618—;62 ek;, 1=1,2, 3, constantes arbitrarias.

e Simetria {X = zdz + udu} Para este gerador a solugao obtida foi

_ 3x
u(z,t) =+ T (4.33)

sendo k; uma constante arbitraria.

Figura 4.6: Gréfico da solugao (4.33), com ¢; = co = ky = 1.

4.3.5 Equagoes vcK (4,2)x,} e veK(4,3)x,
Quando m = 4,n = 2,3 temos, respectivamente, as EDPs

wp+ [Saut + 2l (u2),,] = 0, (4.34)

Uy + [%t:mﬁ + %tx(u?’)mh = 0. (4.35)
e Simetria {X;} A solugao invariante obtida foiambas tém a mesma solucao

invariante, que é

u(,t) = G (4.36)
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sendo k; uma constante arbitraria.

ut)

il

L
-20

L
20

Figura 4.7: Gréafico da solugao (4.36), com ¢; = ki = 1.

94
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Capitulo 5
Leis de conservacao

Apresentaremos nesse capitulo a aplicacao das simetrias na construcao de leis de
conservagao para equacoes diferenciais. Falaremos sobre o teorema de Noether, que
possibilita obter leis de conservagao para equacgoes que possuem uma Lagrangeana.
Também iremos discorrer sobre um novo método de construir leis de conservagao
para equacoes diferencias arbitrarias, que nao requer a existéncia de Lagrangeanas
para tais equacoes. Em seguida, utlizando o novo método, mostraremos as leis de

conservagao construidas para alguns casos particulares das equagoes veK (m,n).

5.1 Teoremas de conservacao

A lei de conservagao de um sistema fisico [35, 50], com varidveis independentes
r = (z', 2%, ..., 2") e varidveis dependentes u = (u',u?, ... ,u"), 6 uma equagao da
forma

divC=D;,C"' =0, i=1,2,...,n, (5.1)

em que C*, denominado vetor conservado, depende de x, u e das derivadas u;; D;
sao os operadores de derivagao total. Como exemplo, para sistemas decorrentes
da mecanica classica, em que o tempo € a unica variavel independente, a lei de
conservacao ¢ D,C' = 0, e entdo C' torna-se uma constante de movimento que
pode ser utilizada para reduzir o nimero de graus de liberdade do sistema.
Contudo, obter leis de conservacao de um dado sistema é geralmente uma ta-
refa drdua. Porém, Amalie Emmy Noether, umas das importantes matematicas
de sua época, fazendo grandes contribui¢oes no campo da algebra e da topologia,
desenvolveu um teorema fundamental para sistemas decorrente de uma formulagao
Lagrangeana [41], sendo hoje aplicado, por exemplo, no eletromagnetismo. Ela

provou que cada transformacao infinitesimal admitida por uma integral de acao de
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um sistema Lagrangeano pode ser usado para encontrar uma lei de conservagao, cu-
jas transformacoes sao obtidas estudando as equagoes de Euler-Lagrange (equagoes
diferencias obtidas de um problema variacional de uma integral de agao).

As transformacoes infinitesimais consideradas por Noether sao da forma

¥ = x4 eb(x,u,0u,0%u,. .., 0%) + O(?

~—

ut = u+en(z,u,0u,*u, ..., 0%) + O(E?) (5.2)
em que r = (z',2% ...,2") corresponde as m varidveis independentes e u =
(u',u?, ..., u™) as m varidveis dependentes. As derivadas de u em relagao a x
sao dadas por

0’u
Oy = ———— _ 5.3
ox oz ... Jxr (53)
em que i, = 1,2,...,n parav = 1,2,..., k. Nas transformagoes da Eq. (5.2), os

infinitesimais 6 e 1 dependem, além de z e u, das derivadas de u. Essas trans-
formagoes sdo chamadas de transformacoes de Lie-Bécklund [85], que podem ser
encontradas fazendo a extensao do método de Lie para obter as simetrias de ponto

infinitesimalis.

5.2 Teorema de Noether

O teorema de Noether [35, 41] estabelece a relagdo entre simetrias e leis de con-
servagao para um problema variacional e traz um procedimento para a construgao
de leis de conservacao para as equagoes de Euler-Lagrange com simetrias conhe-
cidas. Assim, para estabelecer o teorema primeiro devemos obter as equagoes

de Euler-Lagrange. Para isso, partimos do seguinte problema variacional: dada

uma funcio L(x,u,du,d?u,...,0%u) definida em um dominio M do espaco z =
(1,22, ...,x,), encontramos fungdes u(x) que correspondem ao extremo da inte-
gral
Ju] = / L(x,u,0u,0*u, ... ,0"u)ds . (5.4)
M

A funcado £ é chamada Lagrangeana, e J[u| é a integral de a¢ao (ou integral va-
riacional). Se u(x) for um extremo de J[u], entdo uma transformacao infinitesimal
como

u(z) — u(x) + ev(z)

que nao altera as condicoes de contorno M do dominio M, também nao altera

J[u]. Portanto, considerando a variacao de u(z), o extremo de u(z) satisfaz a
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equacao
oL oL oL oL
sw — ow  Dowy TP T
+(_1)kD11DZ2D2kaVa—£:07 V:1,2,...7m. (55)
U

i1ig...ik
Essas equagoes sao as chamadas equacoes de Euler-Lagrange, em que

J 0 - 0

_ -1D,, ---D; ——— | 5.6
Sur  owr Z( )Py Souy . (5:6)
s=1 11421
comv=12,....,meiy...is =1...n,éo0 operador de Euler-Lagrange (assumimos

a somatdria sobre os indices repetidos 4; . .. 14,). Podemos agora enunciar o seguinte

teorema.

Teorema 5.2.0.1. Para que uma funcgdo u(x) seja um extremo da integral de agdo,
Eq. (5.4), € necessdrio que ela satisfaca as equagoes de Euler-Lagrange, Eq. (5.5).

Portanto, o teorema de Noether faz a seguinte afirmagao:

Teorema 5.2.0.2. Se a integral variacional, Eq. (5.4), for invariante sob as trans-

formagoes Eq. (5.2), cujo gerador é

0 0
X = 6, I S A S .
0;(x, u, u;, )8x2 + " (z,u, uy )Gu” (5.7)
entdo o vetor de campo C' = (C*,C? ...,C"™), definido por
C'=NL, i=1,....n, (5.8)
em que
. 5 - )
= 61 WV Di1 e Dz WV 5 59
N Wt Zl K )5%% (5.9)
e
WY =n"—0u;, v=1,...,m, (5.10)

fornece uma lei de conservacao para as equagoes de Euler-Lagrange, Eq. (5.5), isto

¢, para todas as solugoes das Eqs. (5.5),
D;(C") =0. (5.11)

Os geradores de simetria definidos na Eq. (5.7) devem satisfazer a seguinte
condicao de invariancia

X(L) + LD;(6;) =0, (5.12)
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em que j& consideramos o prolongamento do gerador. Neste caso, a Eq. (5.12) é
chamada de simetria variacional.

Pode-se adicionar a Lagrangeana L a divergéncia de um campo vetorial ar-
bitrario B! = B¥(z,t,u,du,...,0u), 1 <i <n, | € N, e substituir a condicio de

invariancia definida na Eq. (5.12) por uma condic¢ao de divergéncia como
X(L) + LD;(6;) = Di(B") . (5.13)

Entéo, as Eqgs. (5.5) continuam invariantes e tém uma lei de conservagao D;C* = 0,

com C* dado por

C'=N'(L) - B".

Logo, se gerador X satisfaz a condigao de divergéncia da Eq. (5.13), entao o ope-

rador X é uma simetria de divergéncia, também denominado simetria de Noether.

5.3 Teorema de Ibragimov

Na secao anterior vimos que o teorema de Noether [41, 86] estabelece uma relagao
entre as simetrias de uma equacao diferencial obtida de um principio variacional
(equagoes de Euler-Lagrange) e as leis de conservagao.

Contudo, a aplicabilidade do teorema de Noether estd sujeita a véarias limitagoes,
pois Lagrangeanas existem somente para tipos especiais de equagoes diferenciais.
Por exemplo, para equacoes de evolugao e para equacgoes diferencias de ordem
impar, o teorema de Noether nao pode ser aplicado. Também deve-se conside-
rar a tarefa nao-trivial de encontrar simetrias variacionais, ja que o primeiro passo
consiste em determinar todas as simetrias locais admitidas pelas equacoes de Euler-
Lagrange para, em seguida, verificar se cada simetria satisfaz a condi¢ao imposta
pela Eq. (5.12), que deixa invariante a integral variacional, Eq. (5.4) [87].

Porém, em trabalho recente, Nail H. Ibragimov [42] apresentou um algoritmo
para construir leis de conservagao associadas a cada simetria infinitesimal de uma
equacao diferencial arbitraria. Este novo método é baseado na concepcao de
equacoes adjuntas para equagoes diferencias nao-lineares, e nao requer a existéncia
de Lagrangeanas. Neste método define-se uma equacao adjunta para a equagao
diferencial e constroe-se uma Lagrangeana para a equagao diferencial considerada
em conjunto com a equacao adjunta. O teorema de conservagao de Ibragimov
também é vélido para qualquer sistema de equagoes diferenciais em que o niimero
de equacgoes é igual ao numero de variaveis dependentes, e é considerado um teo-

rema de leis de conservagao nao-locais.
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Assim, nesta secao sao apresentadas as defini¢coes e teoremas relativos ao teo-
rema de conservacao de Ibragimov, bem como a aplicacao do algoritmo deste

métodona construgao de leis de conservagao para as classes de equagoes veK (m, n)
obtidas [40].

Operadores basicos e a identidade fundamental

Sejam 6; e n” funcoes diferenciais que dependam das variaveis z, u, u;,,.... Cha-

mamos de operador de Lie-Bdicklund [35, 85] o operador diferencial

0 P 0 P
G v 14
B T fw T gy Ty, T G14)
em que

¢ = Di(n” — 0;uy) + 0;u,
Criiy = Diy Diy(n” — 05uf) + 05u3; 4, (5.15)

¢ P P P
D= o Ul e e (5.16)

ozt Miow T "y i

¢ o operador de diferenciacao total em relacao a z°.

Os operadores de Lie-Backlund, Eq. (5.14), estdao associados aos operadores
Ni(i=1,...,n), definidos por

)
JuY, ’

AR

,W:@+W”

i Di, (W) (5.17)

em que W" é dado pela Eq. (5.10). As derivadas variacionais em relagao as variaveis

u?,... sdo obtidas da Eq. (5.6) substituindo u” pelas derivadas correspondentes
uy,. ... Assim,
(5 0
D;, 5 (5.18)
Ui oo

Teorema 5.3.0.3. Os operadores Eq. (5.6), Eq. (5.14) e Eq. (5.17) estdao conec-

tados pela identidade fundamental

X + Di(0;) = WY — + DN" | (5.19)

ouv

em que W € dado pela Eq. (5.10).
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Equacgoes adjuntas

Definicao 5.3.0.1. Considere um sistema de equacoes diferenciais parciais de s-

éstma ordem

F,(z,u,0u,...,0°u) =0, v=1,...,m, (5.20)
em que F,(x,u,du, ..., 0%) representa as equagoes diferenciais com n varidveis in-
dependentes, x = (z*,2%,...,2"), e m varidveis dependentes, u = (ut,u?, ... u™),

sendo u = u(x). O sistema de equagoes adjuntas para as Eqs. (5.20) € definido por

S(vPF,
Fi(z,u,v,0u,0v,...,0%,0%) = % =0, v=1,...,m, (5.21)
ul/
sendo v = (v',... v™) as novas varidveis dependentes, v = v(zx), e 5%” o operador

de Euler-Lagrange.
Definig¢ao 5.3.0.2. Um sistema de equagioes como o da Eq. (5.20) € dito ser auto-

adjunto se sistema de equagoes adjuntas da Eq. (5.21), apds a substituicio v = u,
Fi(z,u,u,0u,u,...,0%u,0°u) =0, v=1,...,m, (5.22)

for idéntico ao sistema original, Eq. (5.20). Portanto, as equagédes auto-adjuntas

obedecem a condi¢cao
Fr(x,u,u,0u,Ou, . ..,0%,0%) = P F"(x,u,0u,...,0%), v=1,....m, (5.23)

com coeficientes regulares ¢P.

Exemplo. Considere a equacgao de calor nao-linear
F=u; — [k(u)u,), =0. (5.24)

A equagao acima aparece em problemas nao-lineares de calor e transferéncia de
massa e fluxo em meios porosos [39, 48]. A equacdo adjunta, Eq. (5.21), para a
Eq. (5.24) é dada por

4]

= 50 (v[ut — Kug, — kuui])

= —Dy(v) = kyVtgy — kyuvu? — D2(kv) 4 2D, (k,ou,) | (5.25)
em que D; e D, sao dados pela Eq. (5.16). Temos entao que

—D2(kv) + 2D, (kyvu,) — Di(v) = — D, (kvy) + Dy(kyvug) — vy . (5.26)
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Apés substituir a Eq. (5.26) na Eq. (5.25) e fazer algumas simplicagoes, chegamos

a equagao adjunta para a equagao de calor nao-linear da Eq. (5.24),
v+ k(u)vg, = 0.
Lagrangeanas

Teorema 5.3.0.4. Qualquer sistema de equacoes diferenciais como o especificado
pela Eq. (5.20), em conjunto com sua equagdo adjunta, Eq. (5.21), possui uma
Lagrangeana, ou seja, o sistema dado pelas Eqs. (5.20)-(5.21) com 2m varidveis
dependentes, u = (u',... u™) ev = (v',...,0™), é um sistema de equagoes de

FEuler-Lagrange, Eq. (5.5), cuja Lagrangeana L é
L=1vFs(x,u,...,0"). (5.27)
Simetrias das equagoes adjuntas

Vamos agora enunciar o teorema em que todas as simetrias de Lie e de Lie-Backlund

das Egs. (5.20) sao herdadas pelas equagoes adjuntas, Eq. (5.21).

Teorema 5.3.0.5. Considere um sistema de m equacgoes
F,(r,u,0u,...,0°u) =0, v=1,....,m. (5.28)

A equacao adjunta

(S(UﬁFﬁ)

F(z,u,v,0u,0v,...,0%,0%) = 5
ul/

=0,v=1,....,m, (5.29)

herda as simetrias da Eq. (5.28), ou seja, se o sistema representado pela Eq. (5.28)
admite um operador como
0 0

X = 01— v s
oxt i ou?

(5.30)

entdo o sistema adjunto Eq. (5.29) admite o operador da Eq. (5.30) prolongado

para as varidveis v”,

0 0 0
XM =0 +n"=— +n" 5.31
Zaxl 77 auy 77* a'UV Y ( )
com uma certa fungao nt = n’(x,u,v,...).
Para o caso de uma equacgio F, com n varidveis independentes, x = (z!,... 2"),

e uma varigvel dependente, u, sendo o operador da Eq. (5.31) uma simetria pontual
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de Lie da Eq. (5.29), entao
me = —[A+Di(6:)]v,

em que a Eq. (5.31) satisfaz a condigao imposta pela Eq. (5.12), e A = A(z,u,...)
é tal que seguinte igualdade

X(F) = AF. (5.32)

Se assumirmos que o operador adjunto dado pela Eq. (5.31) é um operador de
Lie-Bécklund, a Eq. (5.32) torna-se

X(F) = MF 4+ X.Di(F) + Ny D;D;(F) + \Y*D;D; Di.(F) + ... (5.33)
com \Y = X', ... Portanto, é necessério que
e = — Ao + Di(0:)] v+ Di(vA}) — DiD;j(vA 4+ DD Dy (vA\J*) — ...

cujo operador adjunto, Eq. (5.31), deve satisfazer a condigao descrita pela Eq. (5.13)
com
B' = v\, — 0NV Dy(F) + FD;(v\Y) — ... .

Teorema das leis de conservacao nao-locais

Teorema 5.3.0.6. ! Cada simetria pontual de Lie and Lie-Bdicklund,

0 0
0;(z,u, du, )8331 + n"(x, u, Ou, )8u” , (5.34)
das equacoes diferenciais
F,(z,u,0u,...,0"u) =0, v=1,...,m, (5.35)

fornece uma lei de conservagdo nao-local para as Eqs. (5.35). O wvetor conservado
correspondente envolve as varidveis adjuntas v dadas pelas Fqs. (5.29), e entdo as

leis de conservagao resultantes sao, geralmente, nao-locais.

Exemplo. Considere a equacgao de lubrificacao

u

!A demostracido deste teorema encontra-se no Apéndice C.
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A equacao adjunta da Eq. (5.36) é

a
—Vy — —Uggax = 0.
u

De acordo com o Teorema (5.3.0.4), a Eq. (5.36), juntamente com sua equagao

adjunta, possui uma Lagrangeana dada por
a

L= (ut + —umm> ) (5.37)
U

Vamos aplicar o Teorema (5.3.0.6) para encontrar a lei de conservagao fornecida

pelo gerador de simetria

9 0
X=z2 02
Tor T

Para uma Lagrangeana de quarta ordem, o vetor conservado, Eq. (5.8), é

ou; 7\ Ouy;

Ouj, Ujjkl
;W) [;«fy P (8iik> DD (aifmn
+D; Dy (W) [52; — D (aifm)] + DjDle(W)aijkl : (5.38)
em que W =1 — 6;u;. Denotando ' =z e 2* = t, temos
0=z, Oy=4t, W = —zu, — 4tu, .
A lei de conservagao dada pela Eq. (5.11) pode ser escrita como
D, (CH) + Dy(C?*) =0, (5.39)

com C' e C? definidos pela Eq. (5.38). Substituindo 6y, 65 e w no vetor conservado,

Eq. (5.38), encontramos a lei de conservacao da Eq. (5.39) com componentes

¢ = st~ w2 (505 )+ Duv) |2 (525 )

8umm auxmmm
oL oL
D? —D, | ——— D3
_ a + (Y 4 D (—ttur — 2u) D2 (2
= v (ut + uumm> + (4tuy + zu,)D;, ( " ) + D, (—4tuy — xu,) D ( " )
D2 _ av 30 _ av
Di(—4tuy — zu,)D, ( ” ) + D (—4tuy — zuy,) ( ” > , (5.40)
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C2 = ALL + Wo = dato 2222 VU (5.41)
u

Pela Definicao (5.3.0.2), a Eq. (5.36) é auto-adjunta e, portando, podemos
tomar v = u nas componentes C! e C?. Entao, fixando v = u e fazendo algumas

manipulagoes algébricas, obtemos

ru?
ct = D, (T) — Dy(4attygy,) + 0ty (5.42)
) ru? u?

Levando os termos 4a D, (tuz,,) e —D, (%) de C? para C', na forma D, (4atu,.,)

e —Dy (%), respectivamente, obtemos a lei de conservagao da Eq. (5.39) para a

Eq. (5.36), com componentes dadas por

'LL2

C' = augy,, C?= 5 (5.44)

5.4 Leis de conservagao das equagoes vcK (m,n)

Agora aplicaremos o método de construgao de leis de conservagao de Ibragimov
para as classes de equagbes veK (m, n) que encontramos [40]. No Capitulo 4, vimos

que as equagoes (4.17) e (4.19), dadas por

cit Cat
up + |:%l,2m—7um + %x2n—5<un)xx:| — O,
t t
u + |:CLT e(lfm)x/Ztuum + Cie(ln)x/2tu<un)xm:| - 0 ’
m n .

respectivamente, correspondem as classes ve/K (m, n)x,} e veK (m,n)(x, x,.X,.X,}-

Apresentamos a seguir os resultados obtidos para casos particulares dessas classes.
5.4.1 Equagao vcK(1,1)x,

Param =n =1, a Eq. (4.17) é dada pela Eq. (4.25), a saber,

u+ 1t [27°0u] oot [270ug, ] = 0.




5.4 Leis de conservagao das equagdes veK (m,n) 65

A Eq. (4.25), em conjunto com sua equacao adjunta

(Cl —+ 12Cg)t 602t Cgt

Uz + —5 Vgaz = 0 5 (545)

(%3 (%%
x° 4 3

possui uma Lagrangeana fornecida pela equacao Eq. (5.27) dada por
L=|u+at ($_5u)x + cot (35_3um)x} v. (5.46)
Vamos encontrar a lei de conservagao da Eq. (4.25) para a seguinte simetria pontual
X =20, + 3to; . (5.47)

Sendo z' = z e 22 =t e, comparando o operador da Eq. (5.47) com a simetria da

Eq. (5.34), vemos que 0, =z, 6, = 3t e n = 0. Logo,
W =n—0u; = —xu, — 3tu, .

Como a Lagrangeana é de terceira ordem, o vetor conservado dado pela Eq. (5.8)

é tal que

C'=0,L+W {aﬁ D; (ﬁ) +DjDk( oc )}

8Ui B 8uij 6uijk
oL oL
D —D
+ D) [auz’j ’ (8%,6)]
oL
+ D, Dy(W) { 8uijk] . (5.48)

Assim, temos a lei de conservagao D,(C') + Dy(C?) = 0 dada pela simetria da

Eq. (5.47), cujas componentes C!' e C? sdo calculados com a Eq. (5.48). Portanto,

C'=60,L+W :% — Dy (aii) +D; <853ﬁw>]
+ D, (W) |25 —Dw( o )}

+ D2(W) oL }

Ogaa

C' = 2L — (vu, — 3tu,) [‘;—gv - D, (*i?tv) + D? (%t)]

- Dz<xu:p + StUt) [%U _ Dx (%1})]
— D%(zu, + 3tw,) [Zv] | (5.49)
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C? =L+ W | 2],

C?=3tL+Wvu. (5.50)

Efetuando as operacoes matemaéticas e simplificando, temos

1 _ 3cot? 5cat 28—3c;t2 5cit
C = [— 23 Utz — 3 Uges + —5 U — 5 UV

cat 3C2t2 4deot 902t2 502t2 cat
+ [Fuxw + 3 Uty + 23 Ug + 74 U | Vg — 3 Uy — ?ua: Vg 6551)

3

C? = [(302tum)x + <3i+5t2u>x - xux} v . (5.52)

Podemos substituir nas Eqs. (5.51)-(5.52) qualquer solu¢do v = wv(z,t) da
Eq. (5.45). Tomemos, por exemplo, a solu¢ao

v(z,t) =k, (5.53)

em que k é uma constante arbitraria. Substituindo essa solugcao nas componentes
Cl e C?, Egs. (5.51)-(5.52), e simplificando, vemos que a lei de conservagio terd

componentes dadas por

kcot kcit
Cc! = x—gum + I—;u , (5.54)
C? = ku . (5.55)

5.4.2 Equagao vcK(2,2)x,)

Para m =n =2 a Eq. (4.17) assume a forma da Eq. (4.28), ou seja,

t t
up + %m_?’u? + %x_l(UQ)m =0.

T

A equacao adjunta da Eq. (4.28) é

1+ 2¢9)t 2¢ot cot
vy + ( ! 2) UV, — 2 uvm—l——Z UVgpe = 0,
3 2 T

com a Lagrangeana igual a

L= |u + %t (x_?’u?)x + %t (x_l(UQ)M)z v .
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Consideremos a seguinte simetria

0 0
X = xﬁ_x + 4u% . (5.56)
Para este caso, temos
=z, n=4u, W =4u—zu,. (5.57)

Efetuando o procedimento feito anteriormente, encontramos a lei de conservagao

correspondente & simetria da Eq. (5.56), cujas componentes, definidas pela equagao
Eq. (5.48), s@o

3cot? dcat 6cot ocit
2 Uy + 2 - —2qu + xut] (&

T xz 7 x 213

|

4ot 4eqt
+ [cztuum + cotu? — —§u2] Uy — lCQtuum — —2u2] Vge ,  (5.58)
x x

C? = [4u — zug)v . (5.59)

5.4.3 Equagao vcK (3,2)x,

Tomando m = 3 e n = 2 na Eq. (4.17), obtemos

wet B ], + 2

3 7 (u)e] =0 (5.60)

possui a seguinte Lagrangeana

L= |u;+ %t [x_1u3]x+ —

Vamos construir a lei de conservagao fornecida pela simetria infinitesimal

0
X=t"—. 5.61
p (5.61)
Para a simetria da Eq. (5.61), temos
=1, W=-"2. (5.62)

t
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Logo, a lei de conservagao nesse caso serd D,(C') + D;(C?) = 0, em que

1
ct = —%uutvm + [% (vwug), + C—zutum} Vg — — [CQ(UUM)t — 200Uz Uy — clu2ut} v,
T T T T
(5.63)
2 G2 142 €l -13
Cc° = 5[:1: (u )m}xv—i—g[x w’l v (5.64)
5.4.4 Equagao vcK(m,n)x,)
Para o caso geral, com valores de m e n arbitrédrios, temos a Eq. (4.17),
Clt 2m—T7_m CQt 2n—5/_n _
u + — [z u L—I—W[:v (u )m]x—(), (5.65)
cuja a equacao adjunta é
vy + [ertz®™ ™ — (4n? — 22n 4 30)cotz® Tu" w,
—2(2n — 5)eatr® U Moy — cotx® U gy = 0 . (5.66)
Usando a Eq. (5.27), obtemos a Lagrangeana para a Eq. (4.17)
L = Clt 2m—T, m CQt 2n—5/, n
= |ut+ (2*™Tu™) + — (@2 (U")ae) | v - (5.67)

Vamos agora construir a lei de conservacao fornecida pela simetria infinitesimal

x=12

5 (5.68)

Para a simetria da Eq. (5.68), temos 6; =0, 6, =t~', n =0, W = —% _ Portando,
a lei de conservagao Eq. (5.11), referente a simetria definida na Eq. (5.68), possui

componentes

C' = (2n° — Tn +5) ¢ [2uptiyy + 2uu, + uy + 3uy) 270U,

—(2n = 5) ¢g [Ugr — (2n — 5)uy] 2" Su !

+(n —1)cy [—2utu§x + Bty + Uglyy — Sy — (21 — 5)utu$] 222,

— (n2 —3n+ 2) Co [BUptipe — 2upty + ug) 22U P2
+62 [uzxa: — Ugat + (271 - 5)(“&::1: + uwt)] m2n—5un—1

+cy [ty — ug + (2m — Tu] 2™ Tu™ ! — (4n2 — 26n + 30) Coa T 3y3

+(n — 1)eg [=2up + 3] 272U %uy + ¢o [y + (20 — 5)uy] 2" Pu o,

- (02x2n_5u"_1ut) Vg (5.69)
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(5.70)

5.4.5 Equagao veK (1,1)x, x, X5 X,}

Consideremos agora a Eq. (4.19),

- |:Clxt€(1_m)x/2tuum I Cite(l—”)‘”/m(u")m] =0.
m n v

Sendo m = n = 1, teremos a Eq. (4.20), dada por
uy + citu + citruy, + cottigy, = 0.
A equagao adjunta da Eq. (4.20) é
v + c1trv, + cotvgr, =0
e a Lagrangeana tem a forma
L = v[ug + crtu + ertaxuy, + cottyy, -

Como a Lagrangeana é de terceira ordem, o vetor conservado é computado por

cmue [P b () s (2]

8ul 8uijk
oL oL
D;(W - D
) L%z‘j ’ (3Uijk)]
oL
D;D,(W . 71
D00 | | 5.71)
Vamos aplicar o Teorema (5.3.0.6) para o gerador de simetria
0
X =u—-: 72
ug- (5.72)

Executando o procedimento feito para as equagoes vcK (m,n) anteriores, encon-
tramos a lei de conservacao D,(C') + Dy(C?) = 0, em que o vetor conservado

C = (C',C?), Eq. (5.48), e possui as seguintes componentes

C' = coptuvg, — cotuyvy + (Collye + crzu)tv | (5.73)

C? = wv. (5.74)
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Capitulo 6
Conclusoes e perspectivas

Este trabalho trata de uma nova proposta de generalizacao da equacao KdV, que
denominamos por equagao veK (m,n). A escolha desse tema deve-se a reconhecida
importancia da equacao KdV em diversos campos como fisica nao-linear, sistemas
integraveis, fisica de plasmas e tantos outros. Existe também uma vasta litera-
tura sobre variacoes ou generalizacoes da equacao KdV, e este trabalho traz uma
contribui¢ao nesse sentido.

A ferrerramenta matematica que utilizamos foi o método de simetrias de Lie -
partimos da algebra de simetria 4-dimensional da equacao KdV cléssica, {xqy, €
encontramos classes de equagoes veK (m, n) que admitem como algebra subédlgebras

da algebra de simetria {xqy. As classes de equagoes veK (m,n) obtidas foram
veK (m,n)xsy,  veK(m,n)x,y,  veK(m,n)x, x,X,X,}

sendo que o subescrito refere-se a subalgebra de (x4 admitida por cada equagao.
Consideramos casos particulares das classes de equagoes veK (m, n), ou seja, defi-
nimos valores para os parametros m e n e obtivemos algumas solucoes invariantes.

Construimos também leis de conservagao para as equagoes veK (m,n), aplicando
o recente teorema de conservagao proposto por Ibragimov para o caso de equagoes
diferenciais parciais que nao possuem Lagrangeana.

Como perspectiva futura para este trabalho, pretendemos continuar a estudar
as equagoes vcK (m,n) no contexto de simetrias. O método de simetrias de Lie
oferece outras ferramentas, como a de transformagoes de equivaléncia, que permite
um mapeamento entre solugoes de equagoes que sejam da uma mesma familia, mas
que tenham coeficientes distintos. Outra possibilidade é continuar com a busca
por novas leis de conservagao, bem como a de estudar as equagoes veK (m,n) na

abordagem de simetrias nao-classicas, ou simetrias potenciais.
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Apeéendice A

Infinitesimais prolongados

Vamos efetuar a demonstragao do teorema (3.3.2.1). De (3.44) e (3.65) temos

D1(l’1 +591) D1($2 +€02)
DQ(LUl + 891) D2($2 + 892)

Dn<£€1 + 8(91) Dn<l’2 + 592)
= I+eB+0(?)

onde I é a matriz identidade n x n e B é a matriz

D6, Dy0, ... D0,
D291 D292 . D29n

D0, Dby ... DO,
Como A é uma matriz invertivel, entao
A'=T—-eB+0(&%).

De (3.60), (3.66-3.67), (A.2) e (A.3) segue que

U + 87751)

Uz + 57751)

uy +eDn

Ug + D
:[I—sB]- 2 ' 27

(1)

Uy, + €Ny, Up +eDyn

Dl(xn + 5911)
DQ(SL’n + €6n>

D, (x, + £6,)

+0(e%),

(A.3)

(A.4)
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e portanto
n§1) Dyn Uy
(1) D u
o I R B P e (A.5)
i D, U,

que é equivalente a (3.71). De (3.61), (3.67-3.68), (A.2) e (A.3) teremos

(k) (k—1)
Wiyigiy_ 11 EMiigenip 41 WUipigif_q1 T 5D177i1i2~~ik_1
(k—1)

(k)
WUiyig-ip—12 T €My 12 Wiyig-iy 11 T DN

=[I —eB]- e L O(Y),
Wiigip_yn T 577§fi)2...ik_1n Wirig-ip_yn + 6Dnn§fi;.%?ik_1
de onde concluimos que
(k) (k—1) o
Mivig-ip_q1 Miyigeig_y Wiyig--ig_11
nlgfi)z--.-ikﬂ _ Dan(fzgl)zkl _B. ui1i2':"ik712 ’ (A6)
771‘(f¢)2~-~ik,1n Dnm‘(ﬁ;l.-)z‘k,l Wirig-ig_1n

onde iy =1,2,...,n,1=1,2,...,k—1com k=2,3,..., resultando em (3.72).




B.0 Simetrias da equagio uy = u? 78

Apendice B

2

Simetrias da equagao u; = u;.

Aqui vamos ilustrar a técnica de encontrar todos os geradores infinitesimais de
simetrias pontuais (3.111) admitidas pela equagao diferencial parcial (3.113). Para
a EDP (3.113), a equagao determinante de simetria (3.112) é

2yt = nél) quando u; = u? (B.1)

Apés substituir (3.77-3.78) em (B.1), e ent@o eliminando u; usando a equagao
(3.113), nés obtemos

ot ot \ou ot )" dut ou'e
o [on  (on 06\ (06 96\ , 06y ,

Equacionando os termos que sao multiplicados por cada poténcia de u, e igualando

0 () By s

os seus coeficientes a zero, obtemos o conjunto de cinco equacoes determinantes

para 61, 65 e n

=0, (B.3)
% 2% =0, (B-4)

% 2% =0, (B.6)

o _y (B.7)
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Comegamos por resolver (B.3), para obter
92 = A(Z‘, t), (BS)

onde A = A(x,t) é uma fungao arbitrdria. Substituindo 6 por A(z,t) a solugao
geral de (B.4) é
0A

0, = —2%?1 + B(z,t), (B.9)

e a equagao (B.5) fica

u+ C(x,t), (B.10)

_ ,PA L, (,0B 04
n=—255u

para alguma fungdo B e C. Fazendo a substituigdo dessas equagoes em (B.6) e
(B.7), teremos

A 0’B  0*A 0B oC
PA B 924 e,
_28x28tu + <28x8t _W>U+E = 0. (B.12)

Como as fungées A, B e C sao independentes de u, (B.11) e (B.12) podem ser

decompostas em equagoes de poténcias de u. Efetuando a decomposicao temos:

oc

57 =0, (B.13)
2 2
e ) (B.15)
2 2
g%%:o, (B.17)
24y (B.18)

Executando o procedimento feito para as equagdes (B.3-B.7), isto é, resolvendo,
uma de cada vez, as equagdes (B.13), (B.14) e (B.15), obtemos

C=alr), B=-2d@)t+p(x), A=—-2a"(x)t* +~(x)t+5x) (B.19)
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Agora, substituindo (B.19) em (B.16-B.18) encontramos

—2a" ()t + 3" (x) + 4" (2)t — ' (z)
4™ ()t + 7" (x)
—2a /////( )t2 + ’}/IH(I)t + 5///(1,)

0,
0, (B.20)
0.

Vemos que «, (e 7 s@o fungdes de z. Assim, podemos decompor o sistema (B.20)

em equacoes de poténcias de t e obter seguinte sistema de EDOs

" (z) =0,
a™(z) =0,
a"(x) =0,

" (x) =0, (B.21)
7'(x) =0,
B'(x) —+'(z) =0,
§"(x) =0

cuja solucao é

a=c11® +cor+e3, B=1/2c42* + cox + 7,

v =cax+c5, 6= cgr® + cox + i (B.22)

Finalmente, substituindo a soluc¢do (B.22) em (B.19) e em seguida substituindo
(B.19) em (B.8), (B.9) e (B.10), chegamos a solugao geral do sistema de equagoes

determinantes para 6y, 6 e n

1
0, = —4dcitx —2cot +cy (53:2 — 2tu) + cex + ¢7 — degzu — 2¢qu, (B.23)

92 = —4Clt2 + C4$t + C5t + Cgl’z + cox + C10, (B24)
N = @® 4 co + 5 + caru — csu + 2cqu — degu. (B.25)
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Apéndice C
Funcoes especiais

Funcoes Bessel de primeira espécie

As fungoes Bessel de primeira espécie J,,(x) [88] sao definidas como solugoes da
equacao diferencial de Bessel
2 %y dy

ay Ay 2 _ 2\ _
xdx2+xdx+<x n-)y =0, (C.1)

para um nimero real ou complexo arbitrario n (a ordem da fungao Bessel). Para

cada n, J,(x), que é a solugdo dessa equagao, é definida pela série de poténcias

s (—1)k T 2k+n
Inlw) = ; RIT(k +m + 1) (5) ’ (€2)

onde I'(k) é a fun¢do gama; para valores inteiros, ['(k + 1) = kl.

A fungao J,(z) também pode ser expressa na forma de uma integral como

1 ™
In(z) = —/ cos(x sinf — n#)do, (C.3)
m™Jo
ou na forma equivalente
J (.%) — i /ﬂ- ei:psinefinﬂde (C 4)
" 2 . ' '

As fungoes Bessel J,,(x) possui as seguintes propriedades:

1.

To(z) = (—=1)"J_(x). (C.5)
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Jn1(@) + Ja (@) = =), (C.7)

Jn(r) = I (C.8)

Jo(x) =2 \/gcos (q: — % — %) : (C.9)

Z J2(z) = 1, para todo . (C.10)

n=—oo

A funcao Bessel de primeira espécie aparece como solucao da equacao de Laplace
em coordenadas cilindricas. Sua aplicacao se d4 no campo do eletromagnetismo,

condugao de calor, vibracao, difusdo e processamento de sinais (filtro Bessel).

Funcoes Anger e Weber

A funcao Anger e a fungao Weber [89] foram introduzidas, respectivamente, por C.
T. Anger (1855) e H. F. Weber (1879), e sao definidas como

1 s
J(z) = ;/0 cos(vf — zsen @) do, (C.11)
B, (2) = % /0 sin(v0 — = sen ) do. (C.12)

A fungao anger J,(z) satisfaz a equagao de Bessel nao-homogénea

Z2y// + Zy, + (22 _ VQ)y _ (Z _ y) SGH(TI’Z)/W, (013)
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e a funcao Weber E, (z) satisfaz a equagao
2y + 2y + (22 =)y = —((z +v) + (2 — v) cos(72)) /. (C.14)

As fungoes Anger e Weber possuem as seguintes propriedades

1.
(=2 = .02, (C.15)
J(~2) = E_(2) (C.16)

2.
3y 1(2) + Ton(z) = %”Jy(z)—%sen(m), (C.17)
Ba(2) + Bun(s) = B,(2)— (1 —cos(m)).  (C18)

3.
20,(2) = Jy1(2) — T (2), (C.19)
28, () = By 1(2) — Bua(2). (C.20)

Funcgoes Hipergeométricas Generalizadas

Em 1812 Gauss apresentou em um artigo a série infinita

abz ala+1b(b+1)2*> ala+1)(a+2)b(b+1)(b+2)23
T cle+1) 2 cle+1D)(c+2) 3

(C.21)

como uma fungao de a, b, ¢ e z. Essa série, representada por oFi[a,b;c; 2|, para
|z| < 1, satisfaz a equagdo linear diferencial, denominada por equag¢do de Gauss ou
equacao hipergeométrica, a qual é dada por

A=Y @t b+ 1Y —aby =0 (C.22)

2(1—2)— +[c—(a z| = —aby =0, .
dz? dz Y

onde z é uma variavel complexa e a, b e ¢ sao parametros que podem assumir
diversos valores reais ou complexos.

Assim, a fungao hipergeométrica generalizada [90] é a generalizagao da fungao
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hipergeométrica gaussiana. A série é definida como

1+al...api+al(a1+1)...ap(ap+1)z_2+
bi...bg 11 bi(by+1)...b,(bg+1) 2!

N - (al)n e (ap)n Z
N HZ:O (b1)n .. (bg)n n! (C.23)

Tem p parametros numerador ay, ag, . . . , a,; ¢ parametros denominador by, . . ., b,
e uma variavel z. Qualquer um destes parametros pode ser real ou complexo, mas
os parametros b nao podem ser inteiros negativos, o que tornaria a série indefinida.
Observe que para p = 2 e ¢ = 1 temos a série hipergeométrica de Gauss. A soma
da série, quando existe, é denotada por

ap Qz ... Qp

by by ... b,

F,

pP-4q

;Z] ou pFylar, ... ap;b1,..., by 2] (C.24)

A série hipergeométrica generalizada mais simples é

2228
OFO[;;Z]:1+Z+§+§+...261. (C.25)
Se um parametro numerador é igual a um parametro denominador, este pode
ser cancelado. Por exemplo, oFsla, b;a,c; z] = 1Fi[b;¢c; z].
Entendemos por ,Fy[...;cz], as séries (C.23) com o fator ¢” inserido no n-ésimo
coeficiente, ou seja,

Fyle] =Y (“1)7""'(“’?)"'(%)". (C.26)

O caso em que p = ¢ = 1 é denominado por série hipergeométrica conflu-
ente ou série de Kummer.
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Apeéendice D

Teorema das leis de conservacao
nao-locais
Vamos fazer a prova do teorema (5.3.0.6) para construir leis de conservagao for-

necida pela simetria infinitesimal de uma equacao diferencial arbitraria. Dado um

grupo de transformagoes pontuais com o gerador

0 0
oz’ K ou” (D-1)
tomemos o operador estendido (5.31)
0 0 0
XM =0—+n" y D.2
'O K ou M ovv (D-2)

Para o caso de uma varidvel dependente u, o coeficiente 7, em (D.2) é dado por
e = — [N+ Di(0;)]v, A=Az, u,...) (D.3)

com A dado pela Eq. (5.32), se (D.1) é uma simetria pontual de Lie. Caso (D.1)

for uma simetria de Lie-Backlund o coeficiente 7, é
onde A é obtido da Eq. (5.33). Agora, estendemos a agao do operador

J

v
ou;

J

Sut, ’

i1l

N =6, +W"

+> Di D (W)
s=1
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para funcoes diferenciais de variaveis u”, v” e obtemos o seguinte prolongamento

dos operadores N:

. ) o
N, = 6, +W" + Wy
ouy ooy
Z .- D, (W) 0 + Dy, - D; (W) i (D.6)
- i1 zs 5u“1 . i1 is 5,0”1 N ) .
onde
WV =n" — 9]“?7 W: - 77* 9]1}]7 (D 7)
e
0 0 > 0
— “1¥D: Dy ——
5o = o+ 2T P Pug
) 0 > 0
= “1¥D; - Ds ——
5viy aUZV + ;( ) J1 Js avwlm s
0 0 = 0
— 1D ---Ds —
oug;,  Oug, +;( S » O 1y gy
) 0 - 0
v v + <_1)8D1 o Ds v <D8)
ovg,  Ovg, ; ’ " ov Yiiyjrja--js
Assim, a identidade fundamental
)
X+ Dy(60;) =W Su + DN° (D.9)
também é estendida e tem a forma:
; 0 , 0 ;
X4 Di(ls) = W2s o+ Wess + DN, (D.10)

Agora atuando a identidade fundamental (D.10) na Lagrangeana £ = v” F), teremos

0L +W”£+D/\ﬂ (D.11)

T (0. = WY
XIL 4 LDi(6;) = WY =+ Wy =

O lado esquerdo da Eq. (D.11) representa a condi¢ao de invariancia e deve ser

oL

igual a zero. No lado direito temos que 35 e g}—ﬁ,, devem ser nulas (equagoes de

Euler-Lagrange). Portanto, de (D.11) obtemos a lei de conservagao

D;(C?) =0, (D.12)
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onde
C" = N!(L) (D.13)

Como a Lagrangeana £ = v”F, nao contém derivadas das variaveis v”, segue que
)

a lei de conservacao se reduz a forma
D;(C") =0, C'=N"(L) (D.14)

e assim completamos a prova do teorema (5.3.0.6).




BIBLIOGRAFIA 83

Bibliografia

[1]
2]
3]

[4]

[14]

[15]

E. Maor, Int. J. Math. Educ. Sci. Tech. 6 (1975) 345.
M. Counihan, Eur. J. Phys. 28 (2007) 1189.
J. D. Jackson, Classical electrodynamics (Wiley, New York, 1975).

R. M. M. Mattheij, S. W. Rienstra e J. H. M. ten Thije Boonkkamp, Partial
Differential Equation: Modeling, Analysis, Computation (STAM, Philadelphia,
2005).

D. A. Greenwood, Proc. Phys. Soc. 71 (1958) 585.

L. Euler, MASB 11 (1757) 217; O. Darrigol, Stud. Hist. Philos. Sci. Part B:
Stud. Hist. Philos. Mod. Phys. 38 (2007) 757.

J. C. Maxwell, Philos. Trans. R. Soc. Lond. 155 (1865) 459; .

D. J. Korteweg e G. de Vries, Philos. Mag. 39 (1895) 422.

H. Blas e H. L. Carrion, Int. J. Pure Appl. Math. 50 (2009) 213.
H. Blas, M. Botelho e L. F. Santos, PoS(ISFTG)047 (2009).

T. Schmidt, O método inverso ao espalhamento e algumas aplicagoes, Dis-
sertagdo de Mestrado, UFMT (2010).

J. S. Russel, Report on Waves, Rep. 14th Meet. Br. Assoc. Adv. Sci., John
Murray (ed.), London (1844).

E. Fermi, J. Pasta e S. M. Ulam, Studies in Nonlinear Problem Tech. Rep.
LA-1940, Los Alamos Sci. Lab. (1955).

N. J. Zabusky e M. D. Kruskal, Phys. Rev. Lett. 15 (1965) 240.

H. Kever ¢ G. K. Morikawa, Phys. Fluids 12 (1969) 2090.




BIBLIOGRAFIA 84

[16] E. A. El-Wakil, E. M. Abulwafa, E. K. El-shewy e A. A. Mahmoud,
[arXiv:1006.5056v1].

[17] M. A. Helal, Chaos Sol. Fract. 13 (2002) 1917.

[18] J. Zhang, F. Wu e J. Shi, Int. J. Theor. Phys. 39 (2000) 1697.

[19] A. H. Bokhari, A. H. Kara e F. D. Zaman, Nuovo Cimento 120 (2005) 393.
[20] T. Karahara, J. Phys. Soc. Japan 27 (1970) 1321.

[21] Z. Feng e Q. Meng, Sci. China Series A: Math. 50 (2007) 412.

[22] J. P. Gazeau e P. Winternitz, J. Math. Phys. 33 (1992) 4087.

[23] V. Dorodnitsyn e P. Winternitz, Nonl. Dyn. 22 (2000) 49.

[24] S. K. Turitsyn, A. B. Aceves, C. K. R. T. Jones e V. Zharnitsky, Phys. Rev.
E 58 (1998) R4S.

[25] J. Shen e W. Xu, Chaos Sol. Fract. 34 (2007) 1299.

[26] Y. Yang, Z. Tao e F. R. Austin, Appl. Math. Comput. 216 (2010) 1029.
[27] P. Rosenau e J. M. Hyman, Phys. Rev. Lett. 70 (1993) 564.

[28] F. Rus e F. R. Villatoro, Appl. Math. Comput. 215 (2009) 1838.

[29] P. Bracken, Int. J. Math. Math. Sci. 13 (2005) 2159.

[30] P. Rosenau, Phys. Rev. Lett. 73 (1994) 1737.

[31] A. Pikovsky, P. Rosenau, Phys. D. 218 (2006) 56.

[32] P. Rosenau, Phys. Lett. A 356 (2006) 44.

[33] Y. Wang, L. Wang e W. Zhang, Int. J. Nonl. Sci. 2 (2006) 29.

[34] P. J. Olver, Applications of Lie Groups to Differential Equations (Springer
Verlang, Berlin, 1986).

[35] G. W. Bluman e S. Kumei, Symmetries and Differential Equations - Applied
Mathematical Science 81 (Springer Verlang, Secaucus, 1989).

[36] P. E. Hydon, Symmetry Methods for Differential Equations: A Beginner’s
Guide (Cambridge University Press, New York, 2000).




BIBLIOGRAFIA 85

[37] F. Engel e S. Lie, Theorie der Transformationsgruppen (B. G. Teubner, Leip-
zig, 1888); (Chelsea Publishing Co., New York, 1970).

[38] L. V. Ovsyannikov, Dokl. Akad. Nauk SSSR 118 (1958) 439.

[39] E. M. Silva, T. M. Rocha Filho e A. E. Santana, J. Phys: Conf. Series 40
(2006) 150.

[40] W. L. Souza e E. M. Silva, PoS(ISFTG)058 (2009).

[41] E. Noether, Invariante Variationsprobleme. Nachr. v. d. Ges. d. Wiss. zu
Gottingen (1918) 235; E. Noether e M. A. Tavel, Transport Theor. Stat. Phys.
1 (1971) 183.

[42] N. H. Ibragimov, J. Math. Anal. Appl. 333 (2007) 311.

[43] M. L. Gandarias e N. H. Ibragimov, J. Math. Analysis Appl. 357 (2009) 307.
[44] F. Glingor, V. I. Lahno e R. Z. Zhdanov, J. Math. Phys. 45 (2004) 2280.
[45] K. Singh e R. K. Gupta, Int. J. Math. Math. Sci. 23 (2005) 3711.

[46] J. A. Cardeal, A. E. Santana e T. M. Rocha Filho, Physica A 308 (2002) 292.

[47] J. A. Cardeal, M. Montigny, F. C. Khanna, T. M. Rocha Filho e A. E. Santana,
J. Phys. A: Math. Theor. 40 (2007) 13467.

[48] E. M. Silva, Espaco de Fock em Redes Fermionicas e Simetrias de Lie em
Processos de Difusao Nao-Lineares. Tese de Doutorado, UnB, 2008.

[49] 1. L. Freire, Hadronic J. 30 (2007) 299.

[50] 1. L. Freire, Simetrias de Lie de Equagoes Diferenciais Parciais Semilineares
Envolvendo o Operador de Kohn-Laplace no Grupo de Heisenberg, Tese de
Doutorado, UNICAMP, 2008.

[51] Y. D. Bozhkov e I. L. Freire, J. Nonl. Math. Phys. 15 (2008) 35.

[52] I. L. Freire, Conservation laws for self-adjoint first order evolution equations,
J. Nonl. Math. Phys (Print) (2011).

[53] T. M. Rocha Filho e A. Figueiredo, Comput. Phys. Commun. 182 (2011) 467.
[54] T. M. Rocha Filho e A. Figueiredo, http://ares.fis.unb.br/fismat /sade.html.

[55] J. L. Hammack e H. Segur, J. Fluids Mech. 65 (1974) 289.




BIBLIOGRAFIA 86

[56] H. Song e L. Tao, ANZIAM J. 50 (CTAC2008) (2008) C152.

[57] A. Ludu, R. A. Tonescu e W. Greiner, Found. Phys. 26 (1996) 665.

[58] N. A. Larkin, Boletim da Sociedade Paranaense de Matemética 22 (2004) 30.
[59] M. Boiti e F. Pempinelli, Nuovo Cimento B 51 (1979) 70.

[60] He Ping, C. Zheng e Fu Jun, Appl. Math. Comp. 162 (2005) 447.

[61] D. Schrader, IEEE J. Quant. Electron. 31 (1995) 2221.
[62] A. Chertock e D. Levy, J. Sci. Comp. 17 (2002) 491.

[64]

D
A
[63] H. Grad e P. N. Hu, Phys. Fluids 10 (1967) 2596.
T. S. Komatsu e S. Sasa, Phys. Rev. E 52 (1995) 5574.
A

[65] A. Bekir, Commun. Nonl. Sci. Numer. Simul. 14 (2009) 1038.
[66] V. Narayanamurti e C. M. Varma, Phys. Rev. Lett. 25 (1970) 1105.

[67) W. Ames, Nonlinear Partial Differential Equations (Academic Express, New
York, 1967).

[68] E. Hopf, Commun. Pure Appl. Math. 3 (1950) 201.

[69] N. Antar e H. Demiray, ZAMP 48 (1997) 325.

[70] W. Duan, Commun. Theor. Phys. 37 (2002) 739.

[71] S. D. Liu e S. K. Liu, Sci. Sin.: Series A 35 (1992) 576.

[72] P. N. Hu, Phys. Fluids 15 (1972) 854.

[73] M. W. Coffey, Phys. Rev. B 54 (1996) 1279.

[74] G. Huang, J. Szeftel e S. Zhu, Phys. Rev. A 65 (2002) 053605.

[75] B. Tian, G. Wei, C. Zhang, W. Shan e Y. Gao, Phys. Lett. A 356 (2006) 8.

[76] P. E. Holloway, E. Pelinovsky e T. Talipova, J. Geophys. Res. 104 (1999)
18333.

[77] Y. Zhang, J. Li e Y. Ly, Ann. Phys. 323 (2008) 3059.
[78] X. Tang, F. Huang e S. Lou, Chinese Phys. Lett. 23 (2006) 887.

[79] N. Smaoui e F. Begalcem, J. Appl. Math. Stoch. Anal. 15 (2002) 53.




BIBLIOGRAFIA 87

[80] L. Gagnon e P. Winternitz, J. Phys. A: Math. Gen. 21 (1998) 1493.
[81] P. E. G. Assis e A. Fring, PRAMANA 74 (2010) 857.

[82] V. A. Vladimirov, Rep. Math. Phys. 61 (2008) 381.

[83] S. Xie e J. Cai, Commun. Nonl. Sci. Num. Simul. 14 (2009) 3561.
[84] S. Kuru, Chaos Sol. Fract. 42 (2009) 626.

[85] H. Stephani e M. Maccallum, Differential Equations: Their Solutions Using
Symmetries (Cambridge University Press, New York, 1989).

[86] N. H. Ibragimov, J. Math. Anal. Appl. 318(2) (2006) 742.
[87] G. Bluman, SIGMA 1 (2005) 11.

[88] S. Haykin, Sistemas de Comunicagao: Analdgicos e Digitais (Bookman, Porto
Alegre, 2004).

[89] F. W. J. Olver, D. W. Lozier, R. F. Boisvert e C. W. Clark, NIST Handbook
of Mathematical Functions (Cambrigde University Press, New York, 2010).

[90] T. C. G. Robalo, Séries Hipergeométricas Generalizadas no Contexto da Teoria

das Funcoes Hipercomplexas, Dissertacao de Mestrado, U.A., Portugal, 2006.




