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Resumo

Neste trabalho estudamos a teoria de polindmios dominados entre espacos de
Banach, destacando alguns resultados classicos e recentes de coincidéncia e nao-
coincidéncia, relacionando-os ao cotipo dos espacos de Banach envolvidos. E, por fim,
apresentamos, com detalhes, resultados nao publicados de Botelho, Pellegrino e Rueda,
que demonstram uma conjectura sobre resultados de coincidéncia para polindémios
dominados. Uma versao mais forte dessa conjectura foi recentemente demonstrada
em [11].

Palavras-Chave:
Operadores Absolutamente Somantes, Cotipo, Polinomios Absolutamente Somantes
e Dominados, Resultados de Coincidéncia.
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Abstract

In this work we investigate the theory of dominated polynomials between Banach
spaces, highlighting some classical and recent results related to the cotype of the Banach
spaces involved. Finally, we give a detailed presentation of unpublished results due to
Botelho, Pellegrino and Rueda, that proves a conjecture on coincidence results for

dominated polynomials. A stronger version of this conjecture was recently proved in
[11].

Key-Words:
Absolutely Summing Operators, Cotype, Absolutely Summing and Dominated
Polynomials, Coincidence Results.
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Introducao

A teoria de operadores absolutamente somantes surgiu, na década de 50, a partir
de ideias de A. Grothendieck em seu famoso Resumé, como consequéncia do grande
desenvolvimento da teoria dos espacos de Banach. Esse foi o maior legado deixado
por Grothendieck nesta area, antes de dedicar-se a geometria algébrica. Entretanto em
1968, com as contribuicoes de Joram Lindenstrauss e Aleksander Pelczynski, suas ideias
ganharam um novo enfoque, tornando-se conhecidas, mais acessiveis e proporcionando
um rapido desenvolvimento da teoria e aplicacoes, fazendo renascer a Teoria dos Espacos
de Banach.

A partir dos anos 80, o matematico alemao Albrecht Pietsch, sugeriu uma
abordagem nao-linear para a teoria de operadores absolutamente somantes; desde entao
varios autores comecaram a investigar diversas versoes nao-lineares para o conceito
de operador absolutamente somante. Dentre as varias possiveis generalizagoes, o
conceito de polinomios dominados tem um destaque especial e vem sendo fruto de
varios trabalhos.

No presente trabalho dissertaremos sobre a teoria de polinomios absolutamente
somantes e exploraremos, com mais detalhes, resultados recentes da teoria de polinémios
dominados entre espacos de Banach. O resultado principal deste trabalho sera a
demonstracao de uma conjectura, nao publicada, devida a Botelho, Pellegrino e Rueda,
sobre resultados de coincidéncia para polinomios dominados.

Estrutura dos Toépicos Apresentados

No Capitulo 1, apresentamos os elementos basicos da teoria dos operadores
absolutamente somantes e introduzimos alguns conceitos e resultados importantes.

No Capitulo 2, apresentamos o conceito de aplicagoes multilineares, polinémios
homogeéneos absolutamente somantes e dominados, bem como resultados essenciais para
o desenvolvimento do nosso objeto de estudo, que sera apresentado no capitulo seguinte.

No Capitulo 3, destacamos uma série de resultados recentes, todos inspirados em um
argumento, usado na teoria linear, devido a Lindenstrauss e Pelczynski, que culminam
com uma demonstracao, nao publicada, devida a Botelho, Pellegrino e Rueda, sobre a
limitacao de resultados de coincidéncia para polindbmios dominados.
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Notacao e Terminologia

Neste trabalho faremos o uso da seguinte simbologia:

N denotara o conjunto dos inteiros positivos.
Se A é um conjunto qualquer, AN denotard A x A x A x ---.
K denotard o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C.

A menos que se mencione algo em contrario, X e Y denotarao espacos de Banach
sobre K.

H denotara um espaco de Hilbert.

O conjunto de todas as aplicagoes m-lineares de X; x -+ x X, em Y é denotado

por L(X1,..., X;n; V). Quando X; = --- = X, escrevemos L("X;Y") ao invés de
L(X1, o, X V).

O conjunto de todas as aplicagoes m-lineares continuas de X; x --- x X,,, em Y
¢ denotado por L( X7, ..., X;,;Y). Quando X; = --- = X,;,, escrevemos L("X;Y)

ao invés de L( Xy, ..., X;n; Y).

O espago de Banach formado por todos os polinomios m-homogéneos P : X — Y
é denotado por P("X;Y).

O espago de Banach formado por todos os polinomios m-homogéneos continuos

P: X —Y com anorma ||P|| := sup ||P(z)|| serd denotado por P("X;Y).
[[=f|<1

O espaco de todos os polinémios m-homogéneos absolutamente (p, ¢)-somantes
de X em Y é denotado por Pepq)("X;Y). Se m = 1, o espago é denotado por
Lasp,a) (X;Y).

O espago de todos os polinomios m-homogéneos r-dominados de X em Y é
denotado por Py, ("X;Y)

O dual topoldgico de um espaco de Banach X serd denotado por X* e By«
representard a sua bola unitaria fechada.

tdx denotara o operador identidade em X.

Denotaremos por C'(K) o espago de Banach das fungdes continuas (com a norma
do sup) definidas em um espago topoldgico compacto de Hausdorff K.

Se 1 < g < o0, ¢* indica o conjugado de ¢, isto é, é + q% =1.

l,se g =k

d;, representa o delta de Kronecker, definido por 4, = { 0.sejtk



Capitulo 1

Operadores Absolutamente
Somantes

Este primeiro capitulo serda dedicado a teoria linear de operadores absolutamente
somantes e ao estudo do conceito de cotipo de um espaco de Banach. Como veremos,
a teoria classica de operadores absolutamente somantes tem uma forte relacao com
o cotipo dos espagos de Banach envolvidos. Essa relacao sera exploranda, com mais
detalhes, no contexto polinomial, no Capitulo 3.

1.1 Séries em espacos de Banach

Séries em espacos de Banach tém um papel central na motivacao da teoria de operadores
absolutamente somantes.
Uma seqiiéncia (z,)5°; em um espago vetorial normado E é dita absolutamente

somével se
o0
> ]l < 0.
n=1

Nesse caso, dizemos que a série correspondente >°° ,x,, ¢ absolutamente convergente.

Se (x,)22, for tal que
D _otn
n=1

converge, qualquer que seja a bijecdo ¢ : N — N, dizemos que (z,)%, é
incondicionalmente somavel e que X9z, ¢ incondicionalmente convergente. Uma
consequéncia do Teorema de Hahn-Banach garante que se (x,,)°2; é incondicionalmente

somavel , entao
o0 o0
E To(n) = E Ty
n=1 n=1

para toda bijegdo o : N — N. Para detalhes, sugerimos [30, pag 6].



E interessante observar que espagos de Banach sao caracterizados através da
convergéncia de séries:

Teorema 1.1.1 Um espaco vetorial normado E é Banach se, e somente se, cada série
absolutamente convergente for convergente em E.

Demonstracao. —) Seja
oo
D>
n=1
k
uma série absolutamente convergente em FE; faga S, = an Afirmamos que a

n=1
sequéncia (Sk)72, converge em E. De fato, para n > m, temos

190 = Sl = || D_ | < D sl (1.1)
j=m+1 j=m+1

Como Z ||z;]| é convergente, segue de (1.1) que dado € > 0, existe N tal que
j=1

n,m >N = ||S, — Su| <e.

Logo, (S,) é convergente (pois é de Cauchy em E, que é espago de Banach).

<) Agora, temos que toda série absolutamente convergente em FE é também
convergente. Seja (x,)5; uma seqiiéncia de Cauchy em E. Queremos mostrar que
()22, também converge. Para tanto, dados m,n € N, dado k € N, existe ny tal que
se m,n > ny, entao

me - xn” < o

Desta forma, podemos encontrar nimeros naturais n; < ns < --- tais que

1

Hxnk - xnk-HH < ok

Em particular,

oo oo 1
D M — i < D5 =1
k=1 k

e, portanto, a série

NE

(mnk-u - xnk)

b
Il

1

¢é absolutamente convergente e, por hipotese, é convergente.



Observe que
k
xnkz-ﬂ = Tn,y + E (xanrl - xnj)’
j=1

. o s . A o 4
donde conclui-se que (z,, )72, ¢ convergente. Assim, a sequéncia (x,)>, é de Cauchy
e admite subseqiiéncia convergente; logo (z,)%2; também converge, o que implica que
E é completo. [ ]

Sabemos que todo espaco vetorial mnormado de dimensao finita é um espacgo de
Banach e, para todo espacgo nessas condicoes, quaisquer duas normas sao equivalentes.
No entanto, quando passamos a trabalhar em espacos de dimensao infinita, muitas
propriedades tipicas em espacos finito-dimensionais sao perdidas como, por exemplo,
a compacidade da bola unitaria fechada. Em relacao a convergéncia de séries,
Dirichlet provou que, na reta, uma série converge incondicionalmente se, e somente
se, converge absolutamente. Entretanto, mesmo em alguns espacos de Banach de
dimensao infinita especificos, nao era facil perceber se esses tipos de convergéncia eram
equivalentes. Essa dificuldade tornou-se clara, a partir do importante Teorema de
Dvoretzky-Rogers, provado na década de 50, que garantiu a existéncia de uma sequéncia
incondicionalmente somavel que nao é absolutamente somavel, para qualquer espaco de
Banach de dimensao infinita. O Teorema de Dvoretzky-Rogers, que sera enunciado a
seguir, é essencialmente devido ao seguinte lema:

Lema 1.1.2 Seja X um espaco de Banach de dimensao 2n. Entao existem n vetores
T1,...,T, em X, com % < |zl £ 1ej=1,..,n tais que para quaisquer escalares
Qaq, ..., tem-se

n 1/2

n
2
> el < (D |yl
j=1

=1

Teorema 1.1.3 (Dvoretzky-Rogers) Seja X um espa¢o de Banach de dimensao
infinita.  Entdo para qualquer escolha de (M\,)°2, em Iy, existe uma seqiéncia

incondicionalmente somavel (x,,),— em X com ||z,| = |A\n| para todo n € N.

Note que, em particular, se escolhermos ()32, em I, — 1y, o Teorema de Dvoretzky-
Rogers garante que existe uma seqiiéncia incondicionalmente somével que nao é
absolutamente somavel.

Para detalhes da demonstracao do lema e do teorema, veja [14] ou [30], para um
texto em portugues.



1.2 Sequéncias fracamente somaveis

Para cada nuimero real p, com 0 < p < oo, recordamos a defini¢ao de espacos [,, dada

por
lp = {(%);.Ozl e K%, Z ;" < OO} :
j=1
00 P
A fungao |-||,, dada por H(:z:j);?‘;al = Z |z;[” ] é uma norma em [, (p-norma se
j=1
0<p<l).

Definigao 1.2.1 Sejam X um espago de Banach e 0 < p < oo . Uma sequéncia (x,,)>
em X € fortemente p-somdvel se a sequéncia de escalares correspondente (||z,|)5%,
estiver em L.

Denotaremos por [,(X) o espago vetorial de todas as sequéncias fortemente p-
somaveis em X, ou seja,

[p(X) = {(ivj)?ol e X Y llayll” < OO} :

J=1

Em [,(X) definimos

I(@n)nall, = (Z H%H”)

Se p = 00, definimos [ (X) como o espago das sequéncias limitadas de vetores (em X)
dado por

o (X) = {<xn>z°_1 € X" ()2 ]| = sup ]| < oo} .

Definicao 1.2.2 Sejam X wum espaco de Banach e 1 < p < oo . Uma sequéncia
(x,)22, em X € fracamente p-somdvel se a sequéncia de escalares (p(xy))5, estiver
em l, para todo ¢ € X*.

Denotaremos por l;”(X ) o conjunto de todas as sequéncias fracamente p-somaveis
em X, ou seja,

(X)) = {(x])?';l c XN, Z lo(x,)|” < 00, para todo ¢ € X*} :

J=1

Em [2(X) consideramos

l@)iillyy == sup (Zw ) )

PEBx* n=1

3=

5



O Teorema do Grafico Fechado garante que ||.[|,, , estd bem definido (¢é finito). Nao ¢
diffcil mostrar que |||, , ¢ uma norma em [;’(X). O caso p = oo serd 1til no decorrer
do texto. Precisamente, se p = oo, definimos

1n)ntill e = sup (10 (2n))nt [l -
pEB x*

O seguinte resultado é simples, porém 1til:

Proposicao 1.2.3 Para qualquer espaco de Banach X wale, isometricamente, a

tqualdade
I3 (X) = (X)),

Demonstragao. Basta observar as seguintes igualdades:

[(@n)nzilloe = sup [[2a]l = sup sup | (2n)|
n n  @EBxx

= sup sup |y (z,)]

pEBx*x n

= sup [[(¢(@n))ntill
pEBxx

= [ (@n)nzill oo -

1.3 Operadores Absolutamente Somantes e a
contribuicao de Grothendieck

Definicao 1.3.1 Sejam X e Y espacos de Banach e uw: X — Y wm operador linear
continuo. Dados 1 < p,q < oo, dizemos que u € absolutamente (p,q)-somante (ou
(p, q)-somante) se (u(x;))32, € [,(Y) sempre que ()52, € ['(X).

Denotaremos por Ls(p.q)(X;Y) o conjunto formado por todos os operadores (p, q)-
somantes de X em Y. Quando p = g, escreveremos L,;,(X;Y) no lugar de
Lasp,g)(X;Y). Neste caso, dizemos simplesmente que u é absolutamente p-somante.

’

E possivel mostrar que os operadores u : X — Y absolutamente 1-somantes sao
precisamente aqueles tais que (u(7;))32; é absolutamente somdvel sempre que ()32,
é incondicionalmente somavel. Para maiores detalhes e exemplos, sugerimos [14].

O resultado a seguir oferece vérias caracterizagoes para operadores absolutamente

(p, ¢)-somantes. Para detalhes da demonstragao, veja [14, 30]:

Proposigao 1.3.2 Sejau € L(X;Y). Sao equivalentes:
(i) u € (p,q)-somante,



(ii) Eziste L > 0 tal que

Q=

(énumw);g sup (3 Jotenl’) (12)

@pEBx*

para quaisquer Ti,...,xr, em X e n natural,
(11i) Existe L > 0 tal que

1
(E ) <z s (£ lotonrr)” (13
k=1 @EBx« \k=1
sempre que ()32, € [ (X).
Denotamos por m,,(u) o infimo dos L para os quais as desigualdades acima sdo
validas.

O préximo resultado, devido a Grothendieck e Pietsch (mas em geral creditado
a Pietsch), é um dos pilares da teoria e oferece uma interessante caracterizagao de
operadores absolutamente somantes por intermédio de medidas de probabilidade:

Teorema 1.3.3 (Teorema da Dominacao de Pietsch (Linear)) Seja 1 < p <
oo. Um operador u : X — Y linear continuo é p-somante se, e somente se, existem
uma constante C' > 0 e uma medida regular de probabilidade v nos borelianos de Bx~,
com a topologia fraca estrela, tais que

Ju(z) < € ( /

p

()P d#(‘ﬂ))

X*

para cada x em X.

1.3.1 A Desigualdade e o Teorema de Grothendieck

Como mencionamos anteriormente, Grothendieck é o precursor da teoria de operadores
absolutamente somantes. Mais ainda, seu famoso Resumé, publicado pela Revista da
Sociedade Matematica de Sao Paulo, contém, na linguagem de produtos tensoriais, as
nogoes essenciais da Teoria de Espacos de Banach que seriam estudadas até os dias
de hoje. No que se refere a teoria de operadores absolutamente somantes, dentre as
varias contribuicoes de Grothendieck, merecem destaque especial a Desigualdade de
Grothendieck e o Teorema de Grothendieck, que enunciamos abaixo:

Teorema 1.3.4 (Desigualdade de Grothendieck) Existe uma constante positiva
K¢ tal que, para todo espago de Hilbert H, todo n € N, toda matriz (a;j) e quaisquer
L1y oeey Ty Y1y ooy Y NG bola unitdaria de H, vale a sequinte desigualdade:

> aij(wi, y;) > aysit;
i,j 2

nxn

< KGSUP{

sl < 1 Jt| < 1}. (1.4)



Observacao 1.3.5 K € chamada de constante de Grothendieck e denota a menor
constante que satisfaz a desigualdade acima. As constantes de Grothendieck para o
caso real e complezo sio denotadas, respectivamente, por K& e K&. Os valores exzatos
dessas constantes nao sao conhecidos, porém, as sequintes estimativas sao vdlidas (veja

[14])

LTl ~ 5 < K§ < 5—r = 1,782

1,338 < K& < 1,405,
Teorema 1.3.6 (Grothendieck) Todo operador linear continuo w : ly — ly €
absolutamente 1-somante.

1.4 Cotipo e operadores absolutamente somantes

O conceito de cotipo de um espaco de Banach é fruto natural de trabalhos de J.
Hoffmann-Jorgensen, Stanislaw Kwapien, Bernard Maurey e Gilles Pisier, publicados
na década de 70, e tem forte relacao com a teoria de probabilidade em espagos de
Banach.

Definimos as funcoes de Rademacher

rn:[0,1] — RneN

por
rp (t) := sign (sin 2"7t) .

Dividindo o intervalo [0, 1] em 2" sub-intervalos Ij, = (%, 2%), comk=1,...,2",
temos que [0, 1] serd formado pela unido de todos os I e os seus extremos. Assim, as
funcoes de Rademacher assumem, alternadamente, os valores 1 e —1 a medida que t
percorre o intervalo [0, 1] e na fronteira dos intervalos [, assumem o valor zero.

Um fato importante das fungdes de Rademacher é que elas possuem a propriedade
de ortogonalidade, ou seja,

! 1,se =k
(t t)dt =0, = ’ .
[ ritona =, {o,sej#k

Definicao 1.4.1 Um espaco de Banach X possui cotipo finito ¢ > 2 se existir uma
constante k > 0, tal que, para qualquer escolha finita x1,...,x, de elementos de X,
vale a desigualdade

. : L 2\ 2
(Z ||a;i||q> <K / > rit)a|| dt | (1.5)
i=1 0 {li=1
Quando q = o0 substituimos o primeiro membro da desigualdade acima por

max;<, [|z;||.



Denotamos por Cy(X) o infimo das constantes x que satisfazem (1.5).
Note que a integral
1
J

se comporta como uma média de todas as somas dos vetores x; £ x5 + --- =+ x, com
todas as 2" variacoes de sinais possiveis.

Também ¢ facil ver, usando um argumento canoénico, que a constante Cy(X) ¢é
assumida na desigualdade acima. De fato, suponhamos que nao fosse assumida; entao
existiriam ny € N e x1, ..., x,, em X tais que

n 2

i=1

dt

1 1
no q 11| no 2 2
(Star) > 0 [ |3ontom| a
i=1 0 |li=1
Assim, para algum e > 0 suficientemente pequeno, teriamos
1
2 3

no

=1

dt

(Z uxiuq>q >+ | [

e isso contradiz o fato de ser Cy(X) o infimo das constantes x que satisfazem (1.5).
Esse mesmo tipo de argumento mostra que o infimo das constantes L que satisfazem
(1.2) ou (1.3) também é assumido.

Definimos por cot X o infimo dos cotipos assumidos por X, isto é,

cot X = inf{2 < p < oo: X tem cotipo p}.

Exemplo 1.4.2 Se 1 <p <2, os espagos [, tém cotipo 2; se p > 2, os espagos l,, tém
cotipo p. Resultados similares valem para espagos do tipo L, (veja [14]).

Exemplo 1.4.3 Todo espago de Banach X tem, pelo menos, cotipo infinito (veja [14]).
Exemplo 1.4.4 [, ¢y e C[0, 1] nao possuem cotipo finito (veja [14]).

E interessante informar que hé espacos de Banach que possuem cotipo q + € para
todo € > 0, embora nao possuam o cotipo q.

1.4.1 Resultados classicos

A relagao entre cotipo e operadores lineares absolutamente somantes é muito forte e
pode ser constatada nos trabalhos cldssicos de Maurey-Pisier [22] e Talagrand [31].
Essa relagao, mesmo no caso linear, ainda vem sendo estudada e, cada vez mais, o
papel fundamental do cotipo na teoria de operadores absolutamente somantes vem
sendo elucidado (citamos, por exemplo, [6, 9]).

A seguir, listamos alguns resultados classicos (para referéncias, sugerimos o excelente
livro [14]:



Teorema 1.4.5 (Dvoretzky - Rogers) Seja X um espaco de Banach. Se 1l < p <
g< oo e ]l) — % < % entao idx nao € (q; p)-somante.

Nao ¢ dificil mostrar que se X tem cotipo finito ¢, entdao a identidade idyx é
absolutamente (g, 1)-somante. A reciproca é bem mais delicada, e é devida a M.
Talagrand:

Teorema 1.4.6 (Talagrand) Seja X um espago de Banach. Se q > 2 e idx € (q,1)-
somante entao X tem cotipo q.

Teorema 1.4.7 (Dubinsky - Pelczynski - Rosenthal - Maurey) Sejam Y um
espaco de Banach com cotipo q, com 2 < g < oo, e K um espaco de Hausforff compacto.
(a) Se q =2, entao

L(C(K);Y) = Lasp (C(K);Y)

(b) Se 2 < q < oo, entao
LIC(K);Y) = Lasa) (C(K);Y) = Lag,r (C(K);Y)
para quaisquer p < q e ¢ < 1 < 00.

Também chamamos de resultados de coincidéncia aqueles que oferecem igualdades
do tipo
Losp (X5Y) = Lasy (X3Y)

para certos p,q, X e Y.
Teorema 1.4.8 (Maurey) Sejam X eY espacos de Banach. As sequintes afirmagoes
sao validas:
(a) Se X tem cotipo 2, entdo
Eas,Z (X7 Y) = Eas,l (X> Y) .
(b) Se X tem cotipo 2 < q < oo, entdo
‘Cas,r (X7 Y) = ‘Cas,l (Xa Y)

para todo 1 < r < q*.
(c) Se X eY tém cotipo 2, entdo

£as,7" (Xa Y) = Eas,l (Xa Y)

para todo 1 < r < oo.
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1.4.2 Resultados recentes

Recentemente, a seguinte caracterizacao de resultados de coincidéncia, para o caso em
que Y nao tem cotipo finito, foi obtida por G. Botelho e D. Pellegrino [6]:

Teorema 1.4.9 Sejam Y um espaco de Banach sem cotipo finito e X um espago de

Banach de dimensdo infinita. Entao
(a) My, (X3Y) # L(X;Y) se

1 <g<cotX oup>(cot X)*

ou

1 1 -t
l<p< t X)* <|l-——— .
p< (ot X)" eq (p (cot X)*)

(0) Hgp(X5Y) = LIX;Y) se
p=1eq>cotX

ou

1 1 !
1 t X)* - )
<p<(cotX)* eq> (p (cotX)*>

Para espacos X que assumem o cotipo cot X, ainda em [6], hd uma solu¢ao mais
completa, pois abrange todas as possiveis escolhas de p e ¢, fornecendo um resultado
do tipo “se, e somente se”:

Teorema 1.4.10 Sejam Y um espaco de Banach sem cotipo finito e X um espaco de
Banach de dimensao infinita que assume o cotipo cot X. Entao

£as(q7p) (Xa Y) = £(Xa Y)

se, e somente se,
p=1leq>cotX

ou

1 1\
1 t X)* > -——— .
<p<(cotX)* eq> <p (cotX)*)

Os prézimos teoremas aparecem em [9]:

Teorema 1.4.11 Sejam X eY espacos de Banach de dimensao infinita com cotY >
max{2,r}. Entao existe um operador linear compacto de X em'Y que ndo € r-somante.

Teorema 1.4.12 Sejam X e Y espacos de Banach de dimensao infinita. Sejam
2<r<cotY eq>r tais que

‘Cas(q,r) (X7 Y) =L (Xa Y) :
Entao
L (lla lcotY) = Eas(q,r) (lh lcot Y) .
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1.5 O Teorema de Lindenstrauss-Pelczynski
Relembremos a definicao de base de Schauder de um espaco de Banach:

Definicao 1.5.1 Seja X um espaco de Banach. Uma seqiiéncia (xj)]o.il ¢ uma base de
Schauder de X se cada x € X puder ser representado de maneira unica como

[e.9]

x = Zajxj, a; € K. (1.6)

=1

Uma base de Schauder é dita incondicional se a convergéncia em (1.6) for
incondicional para todo x € X.

O préximo teorema, devido a Lindenstrauss e Pelezynski (veja [19]), mostra que
resultados de coincidéncia para o espago dos operadores absolutamente 1-somantes sao
bastante raros, destacando como o Teorema de Grothendieck é especial:

Teorema 1.5.2 (Lindenstrauss-Pelczyniski) Se X tem base de Schauder
incondicional, dim X = dimY = oo e

Los1(X3Y)=L(X;Y),
entdo X € isomorfo aly eY € isomorfo a um espaco de Hilbert.

A ideia da demonstracao do Teorema de Lindenstrauss e Pelczynski é muito rica e
possibilitou muitos resultados novos cujas demonstragoes seguem o seu espirito; para
tanto, a definicao do seguinte parametro sera bastante ttil.

Seja X um espaco de Banach de dimensao infinita com uma base de Schauder
incondicional normalizada (x,),_,. Definimos

X () = Inf {t; (aj);il € l; sempre que x = Zaja:j € X} .

=1

Quando X = ¢g, [y ou Iy, nao ha perigo de ambiguidades ao escrever simplesmente
tx, pois toda base incondicional é equivalente & base canonica ([20, Prop. 2.b.9] e [17,
Exercicio 6.33]). Para X =1,, 1 < p < 00, p # 2, quando escrevermos jiy estaremos
considerando a base canodnica.

O proximo resultado, cuja demonstragao é inspirada nas ideias de Lindenstrauss
e Pelczyriski, é um caso particular de resultados obtidos por D. Pellegrino em [27] e
ilustra uma direcao de investigacao que serd melhor detalhada adiante, no contexto nao
linear.
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Teorema 1.5.3 Sejam X e Y espagos de Banach de dimensao infinita e suponha que
X tenha uma base de Schauder incondicional e normalizada (x,),_, . Se cotY < oo e

EaS(q,l) <X§ Y) =L (X; Y) )

entao
(@) pix () < H525 s€ 4 < cotY
(b) X(2) < q s€.q < 5.
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Capitulo 2

Polinomios Absolutamente
Somantes

No presente capitulo apresentamos o conceito de aplicagoes multilineares, polinomios
homogéneos continuos entre espacos de Banach. Em seguida exploramos o conceito de
polinomios absolutamente somantes e dominados e resultados que serao essenciais para
o desenvolvimento do nosso objeto principal de estudo, que serd a demostracao de uma
conjectura a respeito de resultados de coincidéncia para polinomios dominados.

2.1 Aplicacoes Multilineares e Polinomios
Homogéneos

Definicao 2.1.1 Sejam m € N, X1, X, ..., X,, e Y espacos vetoriais sobre K. Uma
aplicagio A : X1 x ... X X, = Y € m-linear (multilinear) se A for linear em cada
varidvel. Mais precisamente, A € m-linear se, para todos r1 € Xi,...,x, € X,, €
1=1,...,m, os operadores

A(l'l, ey Li—1, '7$i+1'-'7xm): Xz —Y
A(ZL‘l, ey Li—1y 5 Lit 1, 7$m)(y) = A(ZL‘l, ey L1, Y, Tit1, ,ZEm)
forem lineares.

Para cada m € N, denotamos o conjunto de todas as aplicagoes m-lineares de
Xy X -+ x X, em Y por L(Xy,...,X,,;Y) e o conjunto de todas as aplicagdes m-
lineares continuas de X; X --- x X,,, em Y é denotado por L(Xy,..., X;n;Y). Uma
aplicagao m-linear é dita simétrica se

A1, s ) = AZo()s oo To(m))

para toda bijegao o : {1,...,m} — {1,...,m}.

Assim como no caso de operadores lineares, as aplicacoes multilineares continuas
podem ser caracterizadas através de desigualdades. O resultado a seguir apresenta tal
caracterizagao:
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Proposicao 2.1.2 Sejam m € N, X1, Xy, ..., X,,, e Y espacos vetoriais normados sobre
KeA: X x..xX,, =Y uma aplicacao multilinear. Sao equivalentes:

(i) A € continua;

(i) A € continua na origem;

(i1i) Existe uma constante M > 0 tal que

[A1s o 2 ) || < M [ ]| - [ |
para quaisquer (Ti, ..., Ty) € X1 X -+ X X,.
Para detalhes da demonstragao, sugerimos [4].

Definicao 2.1.3 Sejam X e Y espacos vetoriais sobre K . Uma aplicagao P : X —Y
¢ um polindmio m-homogéneo se existe A € L("X;Y) tal que

para todo x € X. O espaco dos polinomios m-homogéneos de X em Y € denotado por
P(™X;Y). Pode-se mostrar que sempre existe uma unica aplicagdo m-linear simétrica
A tal que P(x) = Ag(x,...,x). Nesse caso, dizemos que P € o polinémio m-homogéneo
associado a Ay e, em geral, A, € representada por P.

Denotaremos por P("X;Y) (ou P("X), se Y = K) o espaco de Banach formado
por todos os polindmios m-homogéneos continuos de X em Y com a norma

|P]] == sup [[P(z)]].

z||=1

O resultado a seguir fornece uma caracterizacao dos polinomios homogéneos
continuos (veja [4]):

Proposicao 2.1.4 Sejam X e Y espacos de Banach sobre K, m € N, P € P("X;Y)
ePe L(MX;Y). As sequintes afirmagies sao equivalentes:

(i) P e L("X;Y);

(i) P € P("X;Y);

(iii) P € continuo na origem;

(iv) Ezxiste uma constante M > 0, tal que

|1P(@)]| < M [z
para qualquer x € X;

O préximo resultado é bastante ttil, pois mostra como se pode calcular P (X1, ey Tin)
a partir de P avaliado em certos vetores. Ele sera utilizado, por exemplo, na
demonstracao da Proposicao 2.2.5:
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Teorema 2.1.5 (Férmula de Polarizagao) Sejam X e Y espagos de Banach sobre
K. Se Pe P("X;Y), entao P € L("X;Y) e

. 1
P(x17"' 7Im) = ‘— Z 51"'6mp(‘r0+51x1+"'+5mxm) )
ml2m =
k=1,---,m
PATA QUALSQUET T, T, , Ty € X.

Observacao 2.1.6 E interessante perceber que na Formula de Polarizacao, o termo
o aparece apenas no lado direito da desigualdade e, além disso, € completamente
arbitrario.

Para detalhes da teoria de polinomios e aplicacoes multilineares entre espagos de
Banach, mencionamos [15, 24].

2.2 Polindmios Absolutamente Somantes e
Polindomios Dominados

2.2.1 Polindmios Absolutamente Somantes

Definicao 2.2.1 Sejam 0 < p,qg < oo. Um polinomio m-homogéneo P : X — Y
¢ absolutamente (p, q)-somante (ou (p,q)-somante) se (P(x;))2, € 1,(Y) para toda
()31 € 12(X).

O espago de todos os polinémios m-homogéneos absolutamente (p, ¢)-somantes de X
em Y é denotado por Pog(p.q) ("X Y) (0U Pygip,q) (" X) se Y = K). Quando m = 1 temos
o conceito original de operadores absolutamente somantes e nesse caso Pes(pq) (' X;Y)
¢ representado por L) (X;Y).

Observacao 2.2.2 E possivel provar que se p < L ent@o Pogp("X;Y) = {0}.
Assim, a teoria sé € interessante se ¢ < pm. De agora em diante, sempre estard
implicito que g < mp.

O seguinte resultado, que pode ser encontrado em [21], caracteriza por desigualdades
os polinémios absolutamente somantes:

Proposigao 2.2.3 Seja P € Puypq)("X;Y) com 0 < p,q < 00. Sao equivalentes:
(i) P € (p,q)-somante;
(ii) Ezxiste L > 0 tal que

B =
=3

(S 1peor) <t sw (£ ) 2.1)

(pEBX* k=1

para quaisquer Ti,--- ,x, em X e n natural;
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(iii) Erxiste L > 0 tal que

23

(S1Peorr) <z s (Sewor) (22)

@EBx*

sempre que ()7, € I3 (X).

O infimo das constantes L tais que (2.1) (ou, equivalentemente (2.2)) vale é denotado
POr || Pl (gpg) - S P < L, ||l us(pq) € uma p-norma e, se p > 1, ||.||,5,, ¢ uma norma
em Posp,q (" X;Y). Em qualquer dos casos, temos espacos topoldgicos metrizaveis e
completos (veja [21]).

H&4 varias possiveis generalizacoes do conceito de operadores absolutamente
somantes para aplicacoes multilineares. A seguir, apresentamos um dos primeiros
conceitos nao lineares explorados na literatura (veja [2]).

Definicao 2.2.4 Sejam 0 < p,q1, -+ ,q, < 00. Uma aplicagao multilinear continua T -

Xy x - x X, =Y € absolutamente (p;qi,- - ,qn)-somante se (T(x(l) x(-n)))j?’;’l €

oot
[,(Y) sempre que (x§-s) 2, el (Xy),s=1,---,n

Como veremos, a Férmula de Polarizagao nos permite provar que P é absolutamente
(p; q)-somante se, e somante se, sua multilinear simétrica associada é absolutamente
(p;q,- -, q)-somante.

Proposicao 2.2.5 Um polinomio m-homogéneo P : X — Y € absolutamente (p;q)-
somante se, e somente se, P: X x -+ x X =Y € absolutamente (p;q, ..., q)-somante.

Demonstragao. (=) Suponha que P seja absolutamente (p;q)-somante. Sejam

(Igl));‘il’ B (ﬁgm))jo-il € [(X). Pela Férmula de Polarizacio segue que
s 1
1 M\ 00 ) -
(P(.g), . ,-’Lé )))]:1:W 52161..'€mP(81x§')+"'+€m$§- ))
= o Ekgﬂ E1 - Em (P(slasj toe el ))j:1 ‘
k=1, ,m

Note que cada
1+t eal™), € 1(X).

Assim, como P é (p; q)-somante, segue que cada

o0

(P(Ell“g-l) 4+ .o+ €ml‘§m))>

j=1
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pertence a [,(Y). Como ,2m > &1---&, é uma soma finita, segue que

Erp= +1
k=1,---,m
PV, almyye em (Pl + o enal™)) T e ,(v).
( ( 2 B ))]—1 m|2m 5;62;5:1 €1 (61’1.] + te Ly ) =1 p( )
k=1,---,m
Portanto, P é absolutamente (p; ¢, - - - , q)-somante.
(«=) Considere (7;)32, € [;’(X). Como P é (p;q,--- ,q)-somante, temos que
1 1
00 p 00 p
v p
(S1rer) = (e ml) <=
= j=
Logo, P é absolutamente (p; ¢)-somante. [ |

2.2.2 Polinémios Dominados

A teoria de polinémios absolutamente (p;g)-somantes apresenta, em geral, pouca
relacao com a teoria linear. Por exemplo, em geral, nao ha um Teorema de Inclusao
e teoremas de coincidéncia sao muito comuns, ao contrario do que acontece na teoria
linear. Por exemplo, é facil provar que

ﬁ(mlp, Y) = ﬁas 1; 1 (ml Y)

para todo m > 2, 1 < p < 2 e todo espaco de Banach Y, e isso contrasta fortemente
com o Teorema de Grothendieck e o Teorema de Lindesntrauss-Petczyniski da teoria
linear.

Além disso, nao ha um Teorema de Dominacao de Pietsch e, em contextos mais
especificos da teoria de ideais, o ideal dos polinomios absolutamente somantes, apresenta
propriedades indesejaveis. Por exemplo, o multi-ideal das aplicagoes multilineares
absolutamente p-somantes, em geral, nao é um tipo de holomorfia.

Entretanto, o caso particular de polinomios m-homogéneos absolutamente (-;7)-
somantes (chamados de r-dominados) resgata muitas das propriedades da teoria linear
como, por exemplo, o Teorema da Dominagao de Pietsch e o Teorema de Inclusao. Por
essa razao, esse caso particular, tem sido estudado separadamente.

Definigao 2.2.6 Sejar > 1. Um polinémio m-homogéneo P € P("X;Y') € dito ser r-
dominado se ele é (-;r)-somante. Nesse caso, escreveremos Py, (" X;Y) (ou Py, (" X)
se Y =K) em vez Pas(Lr) (mX:;Y).

Teorema 2.2.7 (Teorema de Pietsch para Polindbmios Dominados) Seja 1 <
p < 0o. Um polinomio m-homogéneo continuo P : X — Y € p-dominado se, e somente
se, existem uma constante C' > 0 e uma medida regular de probabilidade pv nos borelianos
de By, tais que

m

|P@) < C ( [ ler du(w)) p

X *

18



qualquer que seja x € X.

O préximo teorema é consequéncia imediata do Teorema de Pietsch acima. Basta
notar que se p < ¢, entdo Ly(Bx+, 1) C Ly(Bx+, pt) e [|.][, <[], -

Teorema 2.2.8 (Teorema de Inclusao para Polin6mios Dominados) Sejam
1<p<q, X eY espacos de Banach. Entao,

'PdJ,(mX; Y) C Pd,q(mX; Y).

Conforme veremos a seguir, a no¢ao de polinomios r-dominados se estende ao caso
multilinear.

Definicao 2.2.9 Sejam Xy, ...., X,, espacos de Banach e A: X1 x---x X, =Y éuma
aplicagio m-linear continua. Dizemos que A € r-dominada se (A(xj,--- ,27"))52, €
1= (Y) sempre (2§)52, € 1¥(X}y) para cada k =1,...,m.

Para aplicagoes multilineares dominadas, também ha& uma versao do Teorema da
Dominacao de Pietsch:

Teorema 2.2.10 (Teorema de Pietsch para Aplicagées Dominadas) Seja 1 <
p < oo. Uma aplicagio T € L(X1, ..., Xn;Y) é p-dominada se, e somente se, existem
uma constante C' > 0 e medidas regulares de probabilidade i, nos borelianos de Bx,
k=1,..,,, tais que

Sl

7@an)l <O [l st

B %
Xk

para quaisquer T em X, com k=1,...,n.

2.3 Uma conjectura

A teoria de polinomios homogéneos p-dominados entre espacos de Banach tem uma
grande importancia na teoria nao-linear de operadores absolutamente somantes. Ela
tem sido investigada por diversos autores (veja, por exemplo, [11, 12, 13, 18, 23]). Uma
conjectura dessa teoria, apresentada em [8] diz o seguinte:

Conjectura 2.3.1 Nao existe espaco de Banach X de dimensao infinita tal que para

cada m € N e todo r > 1, todo polinomio m-homogéneo continuo P : X — K seja
r-dominado.
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Sabe-se que essa conjectura é verdadeira para espacos de Banach com base
incondicional (veja [8, Teorema 3.2]). Além disso, sabe-se que a versdo multilinear
dessa conjectura é verdadeira, mesmo em um contexto mais forte (veja [18]). Pela
Proposicao 2.2.5, sabemos que um polindomio homogéneo é r-dominado se, e somente
se, sua aplicacao multilinear simétrica associada também ¢é r-dominada. No entanto,
as partes polinomiais e multilineares desse problema sao relativamente independentes,
como mostra o exemplo seguinte de uma aplicacao multilinear que nao é p-dominada,
cuja aplicacao simétrica associada é r-dominada:

Exemplo 2.3.2 Seja
T: 12 X lg — K

definida por
T(z,y) = Z-ijj-&-l - Z-fjﬂyj-
j=1 j=1

Note que T'(ej,ej+1) = 1 para todo j. Entdao, T ndo € r-dominada, qualquer que seja
p > 1. Por outro lado, temos que a aplicacao simétrica associada a T € zero, pois,

T(2,y) = 5 (T2, y) + T(y,2)

1 oo [e.e] [e.e] [e.e]
=5 (Zl’jyjﬂ - Zl’jﬂyj + Zyjﬂijﬂ + Z?/j+1$j>
j=1 j=1 j=1 j=1
= 0.

Assim, mesmo sabendo que a conjectura em sua versao multilinear é verdadeira, nao é
claro que a conjectura original seja verdadeira.

No préximo capitulo apresentaremos uma demonstracao da Conjectura 2.3.1

mencionada acima. Os argumentos sao retirados de um material nao publicado devido
a Botelho, Pellegrino e Rueda, cujas ideias estao essencialmente em [9, 10].
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Capitulo 3

Variacoes nao-lineares de um
argumento de Lindenstrauss e
Pelczynski

Neste capitulo, destacaremos alguns resultados recentes de coincidéncia e nao-
coincidéncia para polinomios absolutamente somantes e dominados, e por fim, daremos
uma prova para o caso de espagos de Banach sobre o corpo dos reais, da conjectura
citada anteriormente.

Como mencionamos anteriormente, a demonstracao do Teorema 1.5.2, devido a
Lindenstrauss e Pelczynski, tem inspirado varios resultados, tanto da teoria linear
quanto no contexto nao-linear. Na teoria de polindmios absolutamente somantes,
a demonstracao do Teorema de Lindenstrauss-Pelczynski, por exemplo, inspirou os
seguintes resultados:

Teorema 3.0.3 (/27]) Sejam X e Y espacos de Banach de dimensao infinita.
Suponhamos que X possua uma base de Schauder incondicional normalizada (x,)5°, e
cotY = oo. Se

Pasgn (" X;Y) = P("X;Y),

entao
X () < Q.

Teorema 3.0.4 ([7]) Sejam X e Y espagos de Banach de dimensao infinita tais que
Pasgy (" X3 Y) = P("X;Y).
Suponha que X possui uma base incondicional normalizada (x,)5° . Entdo
X () < MG

se
(i) ¢<1le dimY < oo;
(ii) g <cotY e dimY = oc.
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3.1 Resultados recentes de coincidéncia para
polinémios absolutamente somantes

Os resultados principais da presente estao indicados, sem maiores detalhes, em [9].

Definigao 3.1.1 Seja Y um espaco de Banach. Dizemos que Y fatora finitamente (ff)
a inclusao 1, — lo se existirem constantes Cy,Cy > 0 tais que, para cada n natural,
existem vy, ..., Yy, € Y tais que

p

Cill(a;)i= [l < ||Zlajyj|| < Cy <Z !%\”) , (3.1)
J= j=1

para quaisquer escalares aq, ..., a,. Em outras palavras, existem r, : lg — [y, ya] €
Sn i ly1, e, Y] = U dadas por

ral(@)0) = Y

Sn(zlajyj) = (a;)j1,
]:

continuas, para as quais o diagrama abaizo é comutativo e as constantes de continuidade
nao dependem de n:

lg<—i_> "
N
[yla U >yn]

Teorema 3.1.2 Seja Y um espaco de Banach e 2 < p < oo . Suponha que Y fatora
finitamente a inclusdo l, = ls. Se ¢ < p € Posiqr)(MX;Y) = P("X,;Y) entdo idx €
(@, 7") -somante.
p—q

Demonstracao. Como Puygn)("X;Y) = P(MX5Y) e ||| < ||-||asgr) segue que
id : Pasgr("X;Y) = P(™X;Y) é um operador linear, limitado e bijetivo. Note
que o Teorema da Aplicagdo Aberta é valido mesmo no caso em que |[.||qs(gr) ¢ uma
g-norma. Para detalhes, veja [29]. Assim, pelo Teorema da Aplicagdo Aberta, temos
que id~! é limitado e daf existe K > 0 tal que

|1 Pllastary < KI[P]]

para todo polinomio m-homogéneo continuo P : X — Y.
Sejam n € N e xq,...,z, € X. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existem ¢, ..., p, €
By tais que ||gp;|| =1 e p;j(x;) = ||z;||, para todo j =1, ..., n.
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n
Sejam i, ..., f,, escalares tais que Y |p;|* =1, com s = E. Definamos P, : X =Y
=1
por ’

Po(x) =Y |l (x)™y;,
7j=1

para todo x € X.
Note que P, ¢é continuo e sua norma nao depende de n, pois dado z € X,

1P ()] =

n . -
> il ees(x)™y;
j=1

n

<e (Y W%(@m‘p)

j=1

P

3=

n

1 m mp
< G [ - [lsllls 1™l \)

7j=1
1
n i mp P
< Ca (Y |l lal ]
7j=1
1
n N D
e (ZIAW) el
j=1
= Gyl

Assim,
1Pllasiar) < KIIPI = K sup [[Pa(a)]] < KC = K.

||| |=1

Note que, para k =1, ...,n, temos

1P () | =

n 1 .
> il o)™y
j=1

n

> Cy || (lpgla o (wr)™) iy

o0

=Cy sup {!\Mjﬁ@j(xk)m‘}

7j=1,...,n
l m
= Ch|psl 7 on(wr)
1 m
= Chlpl|[el|™.
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Assim, obtemos as seguintes estimativas:

1

(erxmmqmjr> = (Zma:jummj\i)q)

Jj=1

. (Z \|P<xj>||q>

< Cr I Plastan (@)= o)™

Q=

Note que a desigualdade acima é valida sempre que Z |pj? =1
j=1 =1
el = (l’%) obtemos:
1
n sil
[T = (Z(ij “mq)>
j=1
= s el
02} *
=
()
n
= sup D ||
(15)j=1€Bm |
n n
= Sup{ > gl >l = 1}
j=1 j=1
n n
< sup {Z gl 79> ll” = 1}
j=1 j=1
< (CT I Plastan ()= I12,)°
< (CT'Kull(=)) = I13,)"
Logo
1
q (Sil)mq -1 L n
Z [N < (O K1) [[(25) 71w,
Como “ymgq = % ,nexy,..xr, €X sao arbitrarios, segue que idx é (;M 7’)
somante. [ |

A proxima definicio mantém a simbologia introduzida no trabalho cléssico de
Maurey e Pisier [22]:

Definicao 3.1.3 Dado um espago de Banach X, definimos:

rx :=sup{2 <p < oo : X fatora finitamente a inclusao formal I, — lo}
sy == inf{2 <p < oo idx € Laspa)(X, X)}
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com rx,Sx € [2,00].

O préximo teorema, devido a Maurey e Pisier, mostra que os parametros ry e sy
coincidem e, além disso, s@o iguais a cot X. Note que o Teorema de Talagrand (Teorema
1.4.6) traz informagoes mais precisas que a igualdade cot X = sx.

Teorema 3.1.4 (Maurey-Pisier) Para todo espago de Banach de dimensao infinita
X,
cot X =rx = sx.

A partir do Teorema de Maurey-Pisier e do teorema 3.1.2, seguem imediatamente
alguns resultados:

Corolario 3.1.5 Sejam X e Y espacos de Banach de dimensao infinita e p,q > 0 tais
que cotY =p > q. Se

Pas(q;r) (me Y) - 7)(me Y)a
entao idx € (%; 7“) -somante.
Demonstragao. Temos p > g € Pys(gn) (" X;Y) = P("X;Y). Como cotY = p entao o
Teorema de Maurey-Pisier garante que 1y = p. Mas, por [14], sabemos que o supremo
¢ atingido. Logo Y fatora finitamente a inclusao formal [, < l,. Assim, pelo Teorema

3.1.2, segue que idx é (%; r)—somante. [

Corolario 3.1.6 Sejam X e Y espacos de Banach de dimensao infinita e p,q > 0 tal
que cotY =p > q. Se
mpg
p—q
e Pusgy("X;Y) =P("X;Y), entao X tem cotipo "1 .

pP—q

> 2

Demonstragao. Pelo Corolario 3.1.5 com r = 1, temos que idyx é (%, 1) -somante.
Por hipétese,

ULL)

pP—q

Dai, pelo Teorema 1.4.6, concluimos que X tem cotipo %. [ ]
Corolario 3.1.7 Sejam X eY espacos de Banach de dimensao infinita. Se'Y nao tem
cotipo finito e
Pasa)("X;Y) = P("X;Y),

entao cot X < mgq.

25



Demonstracao. Como cotY = oo, podemos usar p, na definicao anterior,
arbitrariamente grande. Do Teorema 3.1.2 temos que idx é %, 1>—somante com
q < p e p arbitrariamente grande.

Note que
1 mpq
im —— =mgq
p—o0 p — q
Logo, dado € > 0,3 p. tal que
Ped <mq-—+e€
Pe —q

Como idx é (%, 1>-somante, segue que idy é (mq + €, 1)-somante. Logo

mq—+¢e> 2
para todo € > 0. Dai concluimos que mq > 2 e, pelo Teorema 3.1.4, obtemos
cot X < mg.
|

Observacao 3.1.8 O Teorema 3.0.3 mostra que, sob as hipoteses do Corolario 3.1.7,

e se X tem base incondicional normalizada (x,)3, temos

X () < Q.

O Corolario 3.1.7 melhora o Teorema 3.0.3 em dois sentidos: primeiro, uma base
de Schauder nao € usada no coroldrio e, sequndo, se X tem uma base de Schauder
incondicional, a conclusao cot X < mq do Corolario 3.1.7 € mais forte que a conclusao
UX () < mq do Teorema 5.0.5. De fato, se cot X < mq e X tem base incondicional,
entao idx € (mq+ €,1)-somante Ve > 0. Dai, seque que fix (z,) < mg.

Proposicao 3.1.9 Sejam X e Y espacos de Banach de dimensao infinita e
q < cotY =p.

Entao:
(a) Pasgr)("X;Y) #P("X;Y), se

2mpq
mpq + 2p — 2q’

(0) Pasgny (" X;Y) #P("X,Y), ser > 2. Em particular,
Pas(gn (" X;Y) # P("X;Y)
para todo r > 2, se cotY = oo.
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Demonstragao. (a) Suponha que Pusgr (" X;Y) = P(™X;Y). Dai, pelo Corolério

3.1.5, temos que idx é (%,7’) -somante. Como idx # 0, segue que

r< mpq
p—q
Usando o Teorema 1.4.5, temos
I op=ag 1
r mpq — 2
ou seja,
2mpq
mpq + 2p — 2q

o que é uma contradigao.
(b) Suponha que Py (" X;Y) = P(™X;Y). Novamente, usando o Coroldrio

3.1.5, segue que idy ¢ %, 2 )-somante, pois r > 2. E dai, como idx # 0, temos

Mas, pelo Teorema 1.4.5, temos que idy nao pode ser absolutamente (s,2)-somante
para s > 2 algum. [ ]

Como mostra o resultado a seguir, os resultados anteriores tém consequéncias
interessantes, inclusive, no caso linear:

Teorema 3.1.10 Sejam X e Y espacos de Banach de dimensao infinita. Ser > 2 e
q < cotY entao
Lasgn (X3Y) # LIX;Y).

Em particular, se v > 1 e cotY > max{2,r} entao
Loss(X:Y) # LXY),
Demonstragao. Pela Proposi¢ao 3.1.9, item (b) temos que se r > 2 entao
Pas(qn) ("X Y) # P("X5Y).
Assim, fazendo m = 1 segue que
Lasgr)(X;Y) # L(X;Y)

e a primeira afirmacao do teorema estda demonstrada. Para a demonstragao da segunda
afirmacao, consideraremos dois casos:

1° caso: r > 2. Como cotY > max{2,r} entdao cotY > r. Fazendo ¢ = r na primeira
afirmacao do teorema temos

Losr(X;Y) # L(X;Y).
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2°caso: 1 < r < 2. Nesse caso, cot Y > 2. Pelo que j4 foi provado, segue que
£as,2 (X7 Y) 7é £<Xa Y)
e dai, pelo Teorema de Inclusao, concluimos

ﬁas,?"(X; Y) - ﬁas,Q(X; Y) ?é ﬁ(X, Y)

Observacao 3.1.11 Relembremos o famoso Teorema de Grothendieck:

ﬁas,l(ll; l2) = £(ll; 12)-

Note que o Teorema 3.1.10, em geral, nao pode ser melhorado (isto é, ndo se pode trocar
0 > por >) para espacos Y com cotipo 2. De fato, o teorema nao vale para X = Iy,
Y =1y (que tem cotipo 2) e r = 1.

Corolario 3.1.12 Se X e Y sao espacos de dimensao infinita e
Los s (X;Y) = LIX3Y)

para algum 1 < r < 2 entao cotY = 2.

Demonstragao. Se fosse cotY > 2, teriamos
cotY > 2 = max{2,r},

e o Teorema 3.1.10 implicaria que
Lasy (X3Y) # LIX3Y).

Logo, cotY = 2. ]
O préximo corolario é uma simples consequéncia dos resultados anteriores. Ele sera
destacado apenas para tornar mais clara a Observacao 3.1.14.

Corolario 3.1.13 Sejam X e Y espagos de Banch de dimensdo infinita com cotY <
00. Entao:

(a)

2cotY

Eas(q;l) (X, Y) 7é E(X, Y) para todo q << m

(b)
Lasg)(X:Y) # L(X;Y) para todo g < cotY.
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Demonstracao. (a) Como claramente

2cotY otV
——— < COo
2+cotY
e, por hipdtese,
- 2cotY
g 2+ cotY
segue que
q<cotY.

Assim, fazendo m = r = 1 na Proposigao 3.1.9 (a), temos que
Las(gn) (X;Y) # LIX;Y)

sempre que
2qcotY

<
gcotY 4+ 2cotY — 2¢q

1

Y

ou seja,
2cotY
< — Q.
24cotY

(b) Pelo Teorema 3.1.10 temos que se 7 > 2 e ¢ < cot Y entao

q

Lasign) (X;Y) # L(X;Y).
Logo, fazendo r = 2, segue que
Las(g)(X;Y) # L(X;Y)
para todo g < cot Y. [ ]
Observagao 3.1.14 Para Y =1,, com 2 <p < oo e X =1y, de [3] sabemos que
Loz (i) = £(01:1)

e 18s0 mostra que o resultado anterior em geral nao vale para

2cotY

= 24cotY’

3.2 Resultados de coincidéncia para polindmios
dominados

Comecamos a presente se¢ao com uma série de lemas, que podem ser encontrados em

[26].
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Definicao 3.2.1 Sejam Xi,...,X,, e Y espacos de Banach. Definimos, para cada
k=1,...,n—1,

U L(X1, o, X0 YY) = L( X1, o Xi L( X g1y -0 X3 YY)

por
Ui (T) (@1, oy T ) Tty ooy X)) = T(T1, 0ony ).

Nao € dificil mostrar que vy € uma isometria.
Lema 3.2.2 Se
£<X1, ey X Y) = ﬁas(r;sl,...,st,oo,...,oo)(Xl, oy X Y),
entao
L(X1, .y X L X1, s X3 YY) = Lasrise,se) (X1 oo Xoy L( X1, o, X3 YY)
e vice versa.
Demonstragao. Suponha
L(X1,. . Xn3Y) = Lastrisy,...s0,00,00) (X1, ooy X3 V).

Considere T': X1 X - - x Xy = L(Xy41, ..., Xp; V) uma aplicagao multilinear continua.
Temos que

3=

1

) =X s [T6Y )

=1 ||y ||<1
= =

T

(ZHT ) .

N

Para cada j existem yfﬁl € BXt+1’ : ,y,(l]) € Bx: tais que

o1
Ty

Y (D) (D, 2 g2 )|

(Z |7, e, )
=

sempre que (217)%2, € 1%(X)), .., (z17))%2, € 1%(X,). Logo

T€£a3r51 )(X17'-'7Xt;£(Xt+l>"'aXn;Y))-

.....

Reciprocamente, suponha

L(Xl, ceey Xt, L(Xt+1, couy Xn, Y)) = Eas(r;sl 77777 st)(Xla ceey Xt, E(XtJrl, ceey Xn, Y))
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Novamente, considere T' : X; X - - - x X,, — Y uma aplicagao multilinear continua.
Assim, para (ZBl( ))]  €E19(X0) e (y (]))J LEW(X,), I=1,--t, i=t+1,--- n, temos

Y;
1
po

r)

(ZHT o, ayg&-)h‘”yg))
1
> H(yt@l)] 1

(=]
S(i‘
< ) (HH ”°°HW>H ezl

Portanto, T' € Leas(ris,.,....s1,00,...00) (X15 -y Xni Y). [

1
p
r)

wt xl 77x§]))<yt(f‘r)l7ay£z]))

(1) (@, .., ) e

Lema 3.2.3 Se uma aplicacdao bilinear continua T : X1 X Xo — Y € p-dominada, entdo
T é (r;r,00)-somante para cada r > p.

Demonstragao. Como 7' : X; x Xy — Y é p-dominada, pelo Teorema de Dominacgao
de Grothendieck-Pietsch temos

[ (T) (@) = sup [[Pu(T)(2) ()]l = sup [T(z,y)

llyll<1 lyll<1

< (f oramen) (],
<C (/B * \sol(x)\”dm(wl))
<C (/B |¢1($)\Tdu1(¢1)>

Logo 11 (T) é (r;r)-somante e, pelo Lema 3.2.2, segue que, T' = ¥ (¢1(T)) é (r;r, 00)-
somante . [ |
A ideia do lema anterior pode ser usada para provar o seguinte:

D=

3=

Lema 3.2.4 Se uma aplicacao n-linear continua T : X1 X ---x X,, =Y € p-dominada,
entio T é (===;r,...,r,00)-somante para cada r > p. Além disso,

( jl,r,...,r,oo)(Xl, ey Xn3 Y.

n—1"

Eas(%;p,...,p,oo)(le ) Xna Y) CcL
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Lema 3.2.5 Se
LEX;Y) =Ly, (X;Y),

entao
Losr (X L(X3Y)) = LIX; L(X;Y)).

Demonstracao. Seja T € L(X; L(X;Y)). Entao,
YirHT) € LOCX,Y) = L4,(X;Y).

Pelo Lema 3.2.4,
¢;1(T) € £aS(T;T7OO)(2X§ Y).

Agora, pelo Lema 3.2.2 segue que
T = (V7 (1)) € Lasrin) (X5 L(X;Y)).

Logo
LIX;L(X3Y)) C Lasern (X; LIX3Y))

e temos, portanto,
Losr (X; L(X3Y)) = LIX; L(X;Y)).

]
A partir dos resultados anteriores, é facil obter o seguinte resultado de nao-
coincidéncia para aplicagoes multilineares dominadas.

Proposicao 3.2.6 Se cot X* > 2, entao
Lir(*X) # LX)
sempre que 1 < r < cot X*.

Demonstragao. Suponha que L4,.(?X) = L(*X) para algum 1 < r < cot X*. Pelo
lema anterior,

Losr (X; L(X;K)) = L(X; L(X;K)).

Como, por hipdtese, cot X* > 2, temos que cot X* > max{2,7}. Pelo Teorema 3.1.10,
temos

Lasr(X; LIX;K)) # L(X; L(X;K))

sempre que cot X* > max{2,r} e o resultado segue. [

Corolario 3.2.7 Se X e Y sao espacos de Banach de dimensao infinita, entao
Pur("X;Y) A P(MXY)

para todo r < mcotY em > 2.
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Demonstragao. Suponha cotY = p > ¢. Pela Proposigao 3.1.9 (b) temos que
Pas(gn) (" X;Y) # P("X;Y)

para r > 2.
Logo, fazendo q = - segue que

Pu("X;Y) £ P(MXY)

para r > 2.
Para o caso 1 < r < 2 segue do Teorema de Inclusao que

Par("X;Y) C Pap("X;Y) £ P(MX;Y).

Logo,
Par("X;Y) £ P(MXY).

]

O préximo coroléario que obteremos necessita de um famoso resultado de coincidéncia

devido a A. Defant e J. Voigt. Esse resultado apareceu, pela primeira vez no trabalho
de R. Alencar e M. Matos [2], com o devido crédito a Defant e Voigt.

Teorema 3.2.8 (Teorema de Defant-Voigt) Se m > 1 e X ¢ um espag¢o de
Banach, entao

Pasy("X) =P("X).

Uma simples combinagao do Coroldrio 3.1.6 e [5, Teorema 2.2 (ii)] fornece a seguinte
extensao de [27].

Corolario 3.2.9 Sejam X um espaco de Banach tal que cot X = oo e Y um espaco
de Banach de dimensao infinita que assume o cotipo cotY . Entdo

Puasie)("X;Y) =P("X;Y) < q > cotY.

Demonstragao. (=) Suponha cotY = p > ¢. Dai, pelo Corolario 3.1.5, idx é

(%,1 -somante, o que é absurdo em virtude do Teorema de Maurey-Pisier, pois
cot X = oo.
(«=) Por hipétese, cot Y < ¢ e Y assume o infimo dos seus cotipos. Entao, idy é (q,1)-

somante. Assim, usando o Teorema de Defant-Voigt e o Teorema da Aplicacao Aberta
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(TAA), existe C' > 0 tal que

k
(_lelP(mj)ll) < lidy lauq [[(P@))j2all,,
]:
= [lidy [l 4(q1y sUP Z|90( (5))]
lell<1j=1
= [lidy | qs(q,1) ) Sup, le(soop)(%)l
p|I<

Teorema 3.2.8

HZdYHasql ”SI"llp ”SOOPHasll) H .T] j= IH

w,1

H’ldyHasql) sup Cllgo Pl [@)5-ll,

< Cllidy| [Pl ()5l

asq1)|

Portanto,
Pasen) (" X;Y) =P("X;Y).

3.3 A demonstracao da conjectura

Nessa se¢ao, vamos mostrar que a Conjectura 2.3.1 é verdadeira para espagos de Banach
sobre o corpo dos reais. A demonstracao se dard basicamente em duas etapas. Primeiro,
demonstraremos um resultado similar ao Teorema 3.1.2 com ¥ = K =R e m par; o
segundo passo € estender este resultado para o caso de inteiros impares.

Teorema 3.3.1 Sejam m um inteiro positivo par e X um espaco de Banach real de

dimensdo infinita. Se ¢ <1 e Paggr)("X) = P("X) entio idx ¢ <%, r) -somante.

Demonstracao. Como Pyg:n) (" X) = P(™X) e como
QI < 11Qllastgm
para todo @ € Pos(gr)(™X), segue que
id : Pas(q;r) (mX) — P(mX)

é um operador linear, limitado e bijetivo. Assim, pelo Teorema da Aplicacao Aberta,
temos que id~! é limitado e existe K > 0 tal que

[|@llaste:n) < KQII;

para todo polinomio m-homogéneo continuo ) : X — R.
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Sejam n € N e xy,....,x, € X. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existem ¢4, ..., ¢, € Bx+
tais que ||p;|| =1 e p;(x;) = ||z;||, para todo j =1, ..., n.

Sejam i1, ..., f, DUmMeros reais tais que y . |u;]° =1, com s = %.

7=1
Definamos, para cada n natural, P, : X — R por

Pale) = 3 lugloes @)™

Note que, como m é par, temos P,(z) > 0 para todo z € X e

|Pa(@)| = Pa() > |l 70n(2)™,

para todor € X etodo k=1, ....n.
Além disso, P, é continuo e sua norma nao depende de n, pois dado x € X, temos que

|Pa(2)] =

n i .
D lwilre;(@)
j=1

n i .
<> |l st

j=1

n . .
= > luslles@)™

j=1

n . . .
<> sl s l™ lal)

j=1

= el S
j=1

= [l=[I™
Assim,
[ Pallas(ar) < K|[Po]| = KﬂSl‘l_p1 [1Pn(@)|] < Klsugl [|z[|™ = K.
Logo,

1 1

(anjumqmjoq = (Z(ijummjﬁw) (3.2

7=1
< (Z ||Pn($j)||q)
j=1
< | Pallastam) ()= [ o)™
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n
Note que a desigualdade acima é valida sempre que > |y;|* = 1.
j=1

Como i+ 4-=1lell= <ZL) temos:

5;1 s—1

(a7 |

n —
S
- (E :(||=Tj qu))
=

j=1
= s e ((lal™);-)|

= sup
(15 )?:1 €Bn

> willa ™
o
:sup{ Sl S st = 1}
j=1 j=1
. sup{zmjqu;zw _ 1}
s j=1

(

P (1)l
= nllas(gr) I\ F5) j=1llwr

< K[ ()il o)™

Segue, portanto, que

1

~ S mg (521 )ma 1 n
e < Ko |[(@) 1w,
=1

S __ mq ~ . 7. . , mq
Como *ymq = T s €Ty, Ty € X sao arbitrarios, segue que idx € (:},T)—

somante. ]
Os préximos dois lemas serao essenciais para a demonstracao da conjectura:

Proposicao 3.3.2 Se P : X — Y € um polinomio n-homogéneo p-dominado entdo,
para quaisquer vetores as...., a, firos, a aplicagao multilinear

Porar (@1, oy ) = Py, ap, Tpgr, o, )
€ p-dominada. Analogamente, se T : X1 x ---x X,, =Y € n-linear p-dominada, entao
Tos oo (@rg1s ooy ) :=T(01,.., Apy Ty, o, T)

€ p-dominada.
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Demonstragao. Comecemos pelo caso de uma aplicagao n-linear p-dominada 7' :
X x -+ x X, =Y. Pelo Teorema da Dominagao de Pietsch temos

HTalﬁ...,ar (errlu ) xn)” = HT(CLL“'; Qpy L1y -oey Q:n>H

<c / 1 (@) dyus (1) (/

*
X1

[ el diatern) | - ( /

B %
X'r+1

oo(an)l dmm) p

X

D=
3=

|lon(Tn) | dﬂn(()pn))

<c{ [ Nl ol duten (/

XT BX*

3 =

lr 1" {larI” dm(%))

B =

/ (ot (@) ity (r01)

B

lon(24)]° dﬂﬂ(@ﬂ))

BX*

*
r+1 Xn

SC/ L lay||” dpa (1) (/ ||ar||pdur(s0r)>

X7
{
< Cllay|)” pa(Bxr) - - - [Jar||” pr (Bxz)

/ |90r+1($r+1)|p dptri1(©ri1) - (/

= / lor41 (l’r+1)‘p dptri1(Pri1) e (/

Portanto, pelo Teorema da Dominagao de Pietsch, T, . 4, ¢ p-dominada.
Consideremos, agora, o caso de um polinémio n-homogéneo p-dominado P : X — Y.

Entéo, sabemos que P é p-dominada. Pelo que acabamos de demonstrar, segue que

Palwar é p-dominada. [ |

=
RS

D=

/ |90r+1(33r+1)| dﬂr+1(90r+1

BX*

|lon(Tn) ’p dMn<90n))

X*

3=
3=

|lon(Tn) P dﬂﬂ(@ﬂ))

X5

pnlea)P dunm)) p

*
XTL

Lema 3.3.3 Sejamp > 1 em € N. Seja X um espaco de Banach de dimensado infinita.
Se
Pip("X;Y)=P("X;Y)

entao
Pap("X;Y) =P("X;Y)
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para cada m < n.

Demonstragao. Para m = 1, considere 7' : X — Y uma aplicagao linear continua
qualquer. Defina P : X — Y por

P(z) = o(z)" ' T(),

onde ¢ é um funcional linear continuo nao nulo. Entao, por hipdtese, P serd p-

dominado. A multilinear simétrica P : X x --- x X — Y associada a P é dada
por §
P(xb axn) =
L[ (o) pan)Tlan) & 0(0) - a2 o) T

n 4 A () - ()T (1) ’

[p(a)" ' T(2) + (n — ()" *p(z)T(a)] -

s
°
B
o)
I
3|

E claro que ¢ é absolutamente p-somante. Pela proposicio anterior, Pl(a,..,a,-) é
absolutamente p-somante. Logo, como L ,(X;Y) é um espaco vetorial, segue que 1" é
absolutamente p-somante.

Para m = 2, considere @) : X — Y um polindmio 2-homogéneo continuo qualquer.
Defina P : X — Y por

P(z) = p()"*Q(z),

onde ¢ é um funcional linear continuo nao nulo. Novamente, temos que
P(x17"' 7xn)

— 2 |: @(xl) (xn 2)Q(l‘n_1,l'n) + 90($1) (xn 1)Q(xn—27$n) }
n(n—1) +otp(as) - 90(%)@(:131, T2) ’

onde, em cada parcela, os termos que aparecem calculados em () nao aparecem no
respectivo produto das ¢. Assim

Pla, .., a,,2) =
- 2 (e + (M - ) et ).

Por hipdtese, P ¢ p-dominado. Logo, pela proposi¢ao anterior, P(a,...,a,~,~) é
p-dominado. E fdcil ver que ©(-)Q(a,-) também é p-dominado (usando que ¢ é
absolutamente p-somante e o caso m = 1). Como Py,(*X;Y’) é um espago vetorial,
segue que () é p-dominado.
Prosseguimos com o mesmo raciocinio para os outros casos. |
O préximo resultado responde afirmativamente a Conjectura 2.3.1 para o caso de
escalares reais:
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Teorema 3.3.4 Sejar > 1 e X um espago de Banach real de dimensao infinita. Se
m € N ¢ tal que

m>r, sem >4 € par

m>r+1, sem > 5 é impar,

entao

Par("X) #P(MX).
Demonstragao. Considere m > 4 par e r < m. Se
Pd,r(mX) = PaS(%;T) =P("X),

entao, pelo Teorema 3.3.1, temos que

m
idx é ( m r) — somante.

r
1 m

Como m > 4, segue que

11 1 1-=
ro Mmoo r
-7
71—1—{—7‘
N r
s 11
r om 2

e, pelo Teorema 1.4.5, segue que 1dx nao pode ser <1ni% ;7“) -somante. Logo,

Par("X) # P("X)

param > 4 par e r < m.
Agora, suponha que m > 5 é impar e m > r + 1. Entao, m —1 >4 e m — 1 é par;
além disso, temos m — 1 > r. Dal, pelo caso anterior, temos

Par (" X) #£ P(MX).
Usando o Lema 3.3.3, concluimos que
Par("X) #P(MX).

[ ]

Observe que o resultado anterior, embora demonstre a conjectura para o caso de

escalares reais, nao abrange o caso m = 3. A préxima proposi¢ao, além do caso m = 3,
traz alguma informacao para o caso m = 2 :
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Proposicao 3.3.5 Se cot X > 2, entao
Paa("X) #P("X)
para m = 2,3.

Demonstragao. Considere m = 2 e r = 1. Entao

Se
Pd71(2X) = 7Dar,s(%;l) (2X> = P<2X)7

entdo, pelo Teorema 3.3.1, segue que idy é (2;1)—somante, o que é impossivel, pois
cot X > 2.
Logo,
Pai(PX) # P(X).

Para o caso m = 3, o Lema 3.3.3 garante que, como
Paa(*X) # P(*X),

entao

Pa1(PX) # P(X).
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