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Resumo

Neste trabalho estudamos a teoria de polinômios dominados entre espaços de
Banach, destacando alguns resultados clássicos e recentes de coincidência e não-
coincidência, relacionando-os ao cotipo dos espaços de Banach envolvidos. E, por fim,
apresentamos, com detalhes, resultados não publicados de Botelho, Pellegrino e Rueda,
que demonstram uma conjectura sobre resultados de coincidência para polinômios
dominados. Uma versão mais forte dessa conjectura foi recentemente demonstrada
em [11].

Palavras-Chave:
Operadores Absolutamente Somantes, Cotipo, Polinômios Absolutamente Somantes

e Dominados, Resultados de Coincidência.
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Abstract

In this work we investigate the theory of dominated polynomials between Banach
spaces, highlighting some classical and recent results related to the cotype of the Banach
spaces involved. Finally, we give a detailed presentation of unpublished results due to
Botelho, Pellegrino and Rueda, that proves a conjecture on coincidence results for
dominated polynomials. A stronger version of this conjecture was recently proved in
[11].

Key-Words:
Absolutely Summing Operators, Cotype, Absolutely Summing and Dominated

Polynomials, Coincidence Results.
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Introdução

A teoria de operadores absolutamente somantes surgiu, na década de 50, a partir
de ideias de A. Grothendieck em seu famoso Resumé, como consequência do grande
desenvolvimento da teoria dos espaços de Banach. Esse foi o maior legado deixado
por Grothendieck nesta área, antes de dedicar-se à geometria algébrica. Entretanto em
1968, com as contribuições de Joram Lindenstrauss e Aleksander Pel̷czyński, suas ideias
ganharam um novo enfoque, tornando-se conhecidas, mais acesśıveis e proporcionando
um rápido desenvolvimento da teoria e aplicações, fazendo renascer a Teoria dos Espaços
de Banach.

A partir dos anos 80, o matemático alemão Albrecht Pietsch, sugeriu uma
abordagem não-linear para a teoria de operadores absolutamente somantes; desde então
vários autores começaram a investigar diversas versões não-lineares para o conceito
de operador absolutamente somante. Dentre as várias posśıveis generalizações, o
conceito de polinômios dominados tem um destaque especial e vem sendo fruto de
vários trabalhos.

No presente trabalho dissertaremos sobre a teoria de polinômios absolutamente
somantes e exploraremos, com mais detalhes, resultados recentes da teoria de polinômios
dominados entre espaços de Banach. O resultado principal deste trabalho será a
demonstração de uma conjectura, não publicada, devida a Botelho, Pellegrino e Rueda,
sobre resultados de coincidência para polinômios dominados.

Estrutura dos Tópicos Apresentados

No Caṕıtulo 1, apresentamos os elementos básicos da teoria dos operadores
absolutamente somantes e introduzimos alguns conceitos e resultados importantes.

No Caṕıtulo 2, apresentamos o conceito de aplicações multilineares, polinômios
homogêneos absolutamente somantes e dominados, bem como resultados essenciais para
o desenvolvimento do nosso objeto de estudo, que será apresentado no caṕıtulo seguinte.

No Caṕıtulo 3, destacamos uma série de resultados recentes, todos inspirados em um
argumento, usado na teoria linear, devido a Lindenstrauss e Pel̷czyński, que culminam
com uma demonstração, não publicada, devida a Botelho, Pellegrino e Rueda, sobre a
limitação de resultados de coincidência para polinômios dominados.

ix



Notação e Terminologia

Neste trabalho faremos o uso da seguinte simbologia:

∙ ℕ denotará o conjunto dos inteiros positivos.

∙ Se A é um conjunto qualquer, Aℕ denotará A× A× A× ⋅ ⋅ ⋅ .

∙ K denotará o corpo dos reais ℝ ou o corpo dos complexos ℂ.

∙ A menos que se mencione algo em contrário, X e Y denotarão espaços de Banach
sobre K.

∙ H denotará um espaço de Hilbert.

∙ O conjunto de todas as aplicações m-lineares de X1× ⋅ ⋅ ⋅ ×Xm em Y é denotado
por L(X1, ..., Xm;Y ). Quando X1 = ⋅ ⋅ ⋅ = Xm, escrevemos L(mX;Y ) ao invés de
L(X1, ..., Xm;Y ).

∙ O conjunto de todas as aplicações m-lineares cont́ınuas de X1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×Xm em Y
é denotado por ℒ(X1, ..., Xm;Y ). Quando X1 = ⋅ ⋅ ⋅ = Xm, escrevemos ℒ(mX;Y )
ao invés de ℒ(X1, ..., Xm;Y ).

∙ O espaço de Banach formado por todos os polinômios m-homogêneos P : X → Y
é denotado por P (mX;Y ).

∙ O espaço de Banach formado por todos os polinômios m-homogêneos cont́ınuos
P : X → Y com a norma ∣∣P ∣∣ := sup

∥x∥≤1
∣∣P (x)∣∣ será denotado por P(mX;Y ).

∙ O espaço de todos os polinômios m-homogêneos absolutamente (p, q)-somantes
de X em Y é denotado por Pas(p,q)(mX;Y ). Se m = 1, o espaço é denotado por
ℒas(p,q)(X;Y ).

∙ O espaço de todos os polinômios m-homogêneos r-dominados de X em Y é
denotado por Pd,r(mX;Y )

∙ O dual topológico de um espaço de Banach X será denotado por X∗ e BX∗

representará a sua bola unitária fechada.

∙ idX denotará o operador identidade em X.

∙ Denotaremos por C(K) o espaço de Banach das funções cont́ınuas (com a norma
do sup) definidas em um espaço topológico compacto de Hausdorff K.

∙ Se 1 < q <∞, q∗ indica o conjugado de q, isto é, 1
q

+ 1
q∗

= 1.

∙ �jk representa o delta de Kronecker, definido por �jk =

{
1, se j = k
0, se j ∕= k

.

1



Caṕıtulo 1

Operadores Absolutamente
Somantes

Este primeiro caṕıtulo será dedicado à teoria linear de operadores absolutamente
somantes e ao estudo do conceito de cotipo de um espaço de Banach. Como veremos,
a teoria clássica de operadores absolutamente somantes tem uma forte relação com
o cotipo dos espaços de Banach envolvidos. Essa relação será exploranda, com mais
detalhes, no contexto polinomial, no Caṕıtulo 3.

1.1 Séries em espaços de Banach

Séries em espaços de Banach têm um papel central na motivação da teoria de operadores
absolutamente somantes.

Uma seqüência (xn)∞n=1 em um espaço vetorial normado E é dita absolutamente
somável se

∞∑
n=1

∥xn∥ <∞.

Nesse caso, dizemos que a série correspondente Σ∞n=1xn é absolutamente convergente.
Se (xn)∞n=1 for tal que

∞∑
n=1

x�(n)

converge, qualquer que seja a bijeção � : ℕ → ℕ, dizemos que (xn)∞n=1 é
incondicionalmente somável e que Σ∞n=1xn é incondicionalmente convergente. Uma
consequência do Teorema de Hahn-Banach garante que se (xn)∞n=1 é incondicionalmente
somável , então

∞∑
n=1

x�(n) =
∞∑
n=1

xn

para toda bijeção � : ℕ→ ℕ. Para detalhes, sugerimos [30, pag 6].
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É interessante observar que espaços de Banach são caracterizados através da
convergência de séries:

Teorema 1.1.1 Um espaço vetorial normado E é Banach se, e somente se, cada série
absolutamente convergente for convergente em E.

Demonstração. =⇒) Seja
∞∑
n=1

xn

uma série absolutamente convergente em E; faça Sk =
k∑

n=1

xn. Afirmamos que a

sequência (Sk)
∞
k=1 converge em E. De fato, para n > m, temos

∥Sn − Sm∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=m+1

xj

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

j=m+1

∥xj∥ . (1.1)

Como
∞∑
j=1

∥xj∥ é convergente, segue de (1.1) que dado " > 0, existe N tal que

n,m ≥ N ⇒ ∥Sn − Sm∥ < ".

Logo, (Sn) é convergente (pois é de Cauchy em E, que é espaço de Banach).
⇐=) Agora, temos que toda série absolutamente convergente em E é também

convergente. Seja (xn)∞n=1 uma seqüência de Cauchy em E. Queremos mostrar que
(xn)∞n=1 também converge. Para tanto, dados m,n ∈ ℕ, dado k ∈ ℕ, existe nk tal que
se m,n ≥ nk, então

∥xm − xn∥ <
1

2k

Desta forma, podemos encontrar números naturais n1 < n2 < ⋅ ⋅ ⋅ tais que∥∥xnk − xnk+1

∥∥ < 1

2k
.

Em particular,
∞∑
k=1

∥∥xnk+1
− xnk

∥∥ < ∞∑
k=1

1

2k
= 1

e, portanto, a série
∞∑
k=1

(xnk+1
− xnk)

é absolutamente convergente e, por hipótese, é convergente.
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Observe que

xnk+1
= xn1 +

k∑
j=1

(xnj+1
− xnj),

donde conclui-se que (xnk)
∞
k=1 é convergente. Assim, a sequência (xn)∞n=1 é de Cauchy

e admite subseqüência convergente; logo (xn)∞n=1 também converge, o que implica que
E é completo.

Sabemos que todo espaço vetorial normado de dimensão finita é um espaço de
Banach e, para todo espaço nessas condições, quaisquer duas normas são equivalentes.
No entanto, quando passamos a trabalhar em espaços de dimensão infinita, muitas
propriedades t́ıpicas em espaços finito-dimensionais são perdidas como, por exemplo,
a compacidade da bola unitária fechada. Em relação à convergência de séries,
Dirichlet provou que, na reta, uma série converge incondicionalmente se, e somente
se, converge absolutamente. Entretanto, mesmo em alguns espaços de Banach de
dimensão infinita espećıficos, não era fácil perceber se esses tipos de convergência eram
equivalentes. Essa dificuldade tornou-se clara, a partir do importante Teorema de
Dvoretzky-Rogers, provado na década de 50, que garantiu a existência de uma sequência
incondicionalmente somável que não é absolutamente somável, para qualquer espaço de
Banach de dimensão infinita. O Teorema de Dvoretzky-Rogers, que será enunciado a
seguir, é essencialmente devido ao seguinte lema:

Lema 1.1.2 Seja X um espaço de Banach de dimensão 2n. Então existem n vetores
x1, ..., xn em X, com 1

2
≤ ∥xj∥ ≤ 1 e j = 1, ..., n tais que para quaisquer escalares

�1, ..., �n tem-se ∥∥∥∥∥
n∑
j=1

�jxj

∥∥∥∥∥ ≤
(

n∑
j=1

∣�j∣2
)1/2

.

Teorema 1.1.3 (Dvoretzky-Rogers) Seja X um espaço de Banach de dimensão
infinita. Então para qualquer escolha de (�n)∞n=1 em l2, existe uma seqüência
incondicionalmente somável (xn)∞n=1em X com ∥xn∥ = ∣�n∣ para todo n ∈ ℕ.

Note que, em particular, se escolhermos (�n)∞n=1 em l2− l1, o Teorema de Dvoretzky-
Rogers garante que existe uma seqüência incondicionalmente somável que não é
absolutamente somável.

Para detalhes da demonstração do lema e do teorema, veja [14] ou [30], para um
texto em português.
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1.2 Sequências fracamente somáveis

Para cada número real p, com 0 < p < ∞, recordamos a definição de espaços lp, dada
por

lp =

{
(xj)

∞
j=1 ∈ Kℕ;

∞∑
j=1

∣xj∣p <∞

}
.

A função ∥⋅∥p dada por
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
p

=

(
∞∑
j=1

∣xj∣p
) 1

p

é uma norma em lp (p-norma se

0 < p < 1).

Definição 1.2.1 Sejam X um espaço de Banach e 0 < p <∞ . Uma sequência (xn)∞n=1

em X é fortemente p-somável se a sequência de escalares correspondente (∥xn∥)∞n=1

estiver em lp.

Denotaremos por lp(X) o espaço vetorial de todas as sequências fortemente p-
somáveis em X, ou seja,

lp(X) =

{
(xj)

∞
j=1 ∈ Xℕ;

∞∑
j=1

∥xj∥p <∞

}
.

Em lp(X) definimos

∥(xn)∞n=1∥p =

(
∞∑
n=1

∥xn∥p
) 1

p

.

Se p =∞, definimos l∞(X) como o espaço das sequências limitadas de vetores (em X)
dado por

l∞(X) :=

{
(xn)∞n=1 ∈ Xℕ; ∥(xn)∞n=1∥∞ := sup

n
∥x∥ <∞

}
.

Definição 1.2.2 Sejam X um espaço de Banach e 1 ≤ p < ∞ . Uma sequência
(xn)∞n=1 em X é fracamente p-somável se a sequência de escalares ('(xn))∞n=1 estiver
em lp para todo ' ∈ X∗.

Denotaremos por lwp (X) o conjunto de todas as sequências fracamente p-somáveis
em X, ou seja,

lwp (X) =

{
(xj)

∞
j=1 ∈ Xℕ;

∞∑
j=1

∣'(xn)∣p <∞, para todo ' ∈ X∗
}

.

Em lwp (X) consideramos

∥(xn)∞n=1∥w,p := sup
'∈BX∗

(
∞∑
n=1

∣'(xn)∣p
) 1

p

.
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O Teorema do Gráfico Fechado garante que ∥.∥w,p está bem definido (é finito). Não é
dif́ıcil mostrar que ∥.∥w,p é uma norma em lwp (X). O caso p = ∞ será útil no decorrer
do texto. Precisamente, se p =∞, definimos

∥(xn)∞n=1∥w,∞ = sup
'∈BX∗

∥('(xn))∞n=1∥∞ .

O seguinte resultado é simples, porém útil:

Proposição 1.2.3 Para qualquer espaço de Banach X vale, isometricamente, a
igualdade

lw∞(X) = l∞(X).

Demonstração. Basta observar as seguintes igualdades:

∥(xn)∞n=1∥∞ = sup
n
∥xn∥ = sup

n
sup

'∈BX∗
∣' (xn)∣

= sup
'∈BX∗

sup
n
∣' (xn)∣

= sup
'∈BX∗

∥(' (xn))∞n=1∥∞

= ∥(xn)∞n=1∥w,∞ .

1.3 Operadores Absolutamente Somantes e a

contribuição de Grothendieck

Definição 1.3.1 Sejam X e Y espaços de Banach e u : X → Y um operador linear
cont́ınuo. Dados 1 ≤ p, q < ∞, dizemos que u é absolutamente (p, q)-somante (ou
(p, q)-somante) se (u(xj))

∞
j=1 ∈ lp(Y ) sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ lwq (X).

Denotaremos por ℒas(p,q)(X;Y ) o conjunto formado por todos os operadores (p, q)-
somantes de X em Y . Quando p = q, escreveremos ℒas,p(X;Y ) no lugar de
ℒas(p,q)(X;Y ). Neste caso, dizemos simplesmente que u é absolutamente p-somante.

É posśıvel mostrar que os operadores u : X → Y absolutamente 1-somantes são
precisamente aqueles tais que (u(xj))

∞
j=1 é absolutamente somável sempre que (xj)

∞
j=1

é incondicionalmente somável. Para maiores detalhes e exemplos, sugerimos [14].
O resultado a seguir oferece várias caracterizações para operadores absolutamente

(p, q)-somantes. Para detalhes da demonstração, veja [14, 30]:

Proposição 1.3.2 Seja u ∈ ℒ(X;Y ). São equivalentes:
(i) u é (p, q)-somante,

6



(ii) Existe L > 0 tal que(
n∑
k=1

∥u(xk)∥p
) 1

p

≤ L sup
'∈BX∗

(
n∑
k=1

∣'(xk)∣q
) 1

q

, (1.2)

para quaisquer x1, ..., xn em X e n natural,
(iii) Existe L > 0 tal que(

∞∑
k=1

∥u(xk)∥p
) 1

p

≤ L sup
'∈BX∗

(
∞∑
k=1

∣'(xk)∣q
) 1

q

, (1.3)

sempre que (xk)
∞
k=1 ∈ lwq (X).

Denotamos por �p,q(u) o ı́nfimo dos L para os quais as desigualdades acima são
válidas.

O próximo resultado, devido a Grothendieck e Pietsch (mas em geral creditado
a Pietsch), é um dos pilares da teoria e oferece uma interessante caracterização de
operadores absolutamente somantes por intermédio de medidas de probabilidade:

Teorema 1.3.3 (Teorema da Dominação de Pietsch (Linear)) Seja 1 ≤ p <
∞. Um operador u : X → Y linear cont́ınuo é p-somante se, e somente se, existem
uma constante C ≥ 0 e uma medida regular de probabilidade � nos borelianos de BX∗,
com a topologia fraca estrela, tais que

∥u(x)∥ ≤ C

(∫
BX∗

∣'(x)∣p d�(')

) 1
p

para cada x em X.

1.3.1 A Desigualdade e o Teorema de Grothendieck

Como mencionamos anteriormente, Grothendieck é o precursor da teoria de operadores
absolutamente somantes. Mais ainda, seu famoso Resumé, publicado pela Revista da
Sociedade Matemática de São Paulo, contém, na linguagem de produtos tensoriais, as
noções essenciais da Teoria de Espaços de Banach que seriam estudadas até os dias
de hoje. No que se refere à teoria de operadores absolutamente somantes, dentre as
várias contribuições de Grothendieck, merecem destaque especial a Desigualdade de
Grothendieck e o Teorema de Grothendieck, que enunciamos abaixo:

Teorema 1.3.4 (Desigualdade de Grothendieck) Existe uma constante positiva
KG tal que, para todo espaço de Hilbert H, todo n ∈ ℕ, toda matriz (aij)n×n e quaisquer
x1, ..., xn, y1, ..., yn na bola unitária de H, vale a seguinte desigualdade:∣∣∣∣∣∑

i,j

aij⟨xi, yj⟩

∣∣∣∣∣ ≤ KG sup

{∣∣∣∣∣∑
i,j

aijsitj

∣∣∣∣∣ : ∣si∣ ≤ 1, ∣tj∣ ≤ 1

}
. (1.4)
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Observação 1.3.5 KG é chamada de constante de Grothendieck e denota a menor
constante que satisfaz a desigualdade acima. As constantes de Grothendieck para o
caso real e complexo são denotadas, respectivamente, por KR

G e KC
G . Os valores exatos

dessas constantes não são conhecidos, porém, as seguintes estimativas são válidas (veja
[14]) {

1, 571 ≈ �
2
≤ KR

G ≤ �
2 sinh−1 1

≈ 1, 782
1, 338 ≤ KC

G ≤ 1, 405,

Teorema 1.3.6 (Grothendieck) Todo operador linear cont́ınuo u : l1 −→ l2 é
absolutamente 1-somante.

1.4 Cotipo e operadores absolutamente somantes

O conceito de cotipo de um espaço de Banach é fruto natural de trabalhos de J.
Hoffmann-Jorgensen, Stanislaw Kwapień, Bernard Maurey e Gilles Pisier, publicados
na década de 70, e tem forte relação com a teoria de probabilidade em espaços de
Banach.

Definimos as funções de Rademacher

rn : [0, 1] −→ ℝ, n ∈ ℕ

por
rn (t) := sign (sin 2n�t) .

Dividindo o intervalo [0, 1] em 2n sub-intervalos Ik =
(
k−1
2n
, k
2n

)
, com k = 1, . . . , 2n,

temos que [0, 1] será formado pela união de todos os Ik e os seus extremos. Assim, as
funções de Rademacher assumem, alternadamente, os valores 1 e −1 à medida que t
percorre o intervalo [0, 1] e na fronteira dos intervalos Ik assumem o valor zero.

Um fato importante das funções de Rademacher é que elas possuem a propriedade
de ortogonalidade, ou seja,∫ 1

0

rj (t) rk (t) dt = �jk =

{
1, se j = k

0, se j ∕= k
.

Definição 1.4.1 Um espaço de Banach X possui cotipo finito q ≥ 2 se existir uma
constante � ≥ 0, tal que, para qualquer escolha finita x1, . . . , xn de elementos de X,
vale a desigualdade

(
n∑
i=1

∥xi∥q
) 1

q

≤ �

⎛⎝∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ri(t)xi

∥∥∥∥∥
2

dt

⎞⎠ 1
2

. (1.5)

Quando q = ∞ substitúımos o primeiro membro da desigualdade acima por
maxj≤n ∥xj∥.
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Denotamos por Cq(X) o ı́nfimo das constantes � que satisfazem (1.5).
Note que a integral ∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ri(t)xi

∥∥∥∥∥
2

dt

se comporta como uma média de todas as somas dos vetores x1 ± x2 ± ⋅ ⋅ ⋅± xn com
todas as 2n variações de sinais posśıveis.

Também é fácil ver, usando um argumento canônico, que a constante Cq(X) é
assumida na desigualdade acima. De fato, suponhamos que não fosse assumida; então
existiriam n0 ∈ ℕ e x1, ..., xn0 em X tais que(

n0∑
i=1

∥xi∥q
) 1

q

> Cq(X)

⎛⎝∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n0∑
i=1

ri(t)xi

∥∥∥∥∥
2

dt

⎞⎠ 1
2

.

Assim, para algum " > 0 suficientemente pequeno, teŕıamos(
n0∑
i=1

∥xi∥q
) 1

q

> (Cq(X) + ")

⎛⎝∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n0∑
i=1

ri(t)xi

∥∥∥∥∥
2

dt

⎞⎠ 1
2

e isso contradiz o fato de ser Cq(X) o ı́nfimo das constantes � que satisfazem (1.5).
Esse mesmo tipo de argumento mostra que o ı́nfimo das constantes L que satisfazem
(1.2) ou (1.3) também é assumido.

Definimos por cotX o ı́nfimo dos cotipos assumidos por X, isto é,

cotX = inf{2 ≤ p ≤ ∞: X tem cotipo p}.

Exemplo 1.4.2 Se 1 ≤ p ≤ 2, os espaços lp têm cotipo 2; se p ≥ 2, os espaços lp têm
cotipo p. Resultados similares valem para espaços do tipo Lp (veja [14]).

Exemplo 1.4.3 Todo espaço de Banach X tem, pelo menos, cotipo infinito (veja [14]).

Exemplo 1.4.4 l∞, c0 e C[0, 1] não possuem cotipo finito (veja [14]).

É interessante informar que há espaços de Banach que possuem cotipo q + " para
todo " > 0, embora não possuam o cotipo q.

1.4.1 Resultados clássicos

A relação entre cotipo e operadores lineares absolutamente somantes é muito forte e
pode ser constatada nos trabalhos clássicos de Maurey-Pisier [22] e Talagrand [31].
Essa relação, mesmo no caso linear, ainda vem sendo estudada e, cada vez mais, o
papel fundamental do cotipo na teoria de operadores absolutamente somantes vem
sendo elucidado (citamos, por exemplo, [6, 9]).

A seguir, listamos alguns resultados clássicos (para referências, sugerimos o excelente
livro [14]:
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Teorema 1.4.5 (Dvoretzky - Rogers) Seja X um espaço de Banach. Se 1 ≤ p ≤
q <∞ e 1

p
− 1

q
< 1

2
então idX não é (q; p)-somante.

Não é dif́ıcil mostrar que se X tem cotipo finito q, então a identidade idX é
absolutamente (q, 1)-somante. A rećıproca é bem mais delicada, e é devida a M.
Talagrand:

Teorema 1.4.6 (Talagrand) Seja X um espaço de Banach. Se q > 2 e idX é (q, 1)-
somante então X tem cotipo q.

Teorema 1.4.7 (Dubinsky - Pel̷czyński - Rosenthal - Maurey) Sejam Y um
espaço de Banach com cotipo q, com 2 ≤ q < ∞, e K um espaço de Hausforff compacto.
(a) Se q = 2, então

ℒ(C (K) ;Y ) = ℒas,2 (C (K) ;Y )

(b) Se 2 < q <∞, então

ℒ(C (K) ;Y ) = ℒas(p,q) (C (K) ;Y ) = ℒas,r (C (K) ;Y )

para quaisquer p < q e q < r <∞.

Também chamamos de resultados de coincidência àqueles que oferecem igualdades
do tipo

ℒas,p (X;Y ) = ℒas,q (X;Y )

para certos p, q,X e Y .

Teorema 1.4.8 (Maurey) Sejam X e Y espaços de Banach. As seguintes afirmações
são válidas:

(a) Se X tem cotipo 2, então

ℒas,2 (X;Y ) = ℒas,1 (X;Y ) .

(b) Se X tem cotipo 2 < q <∞, então

ℒas,r (X;Y ) = ℒas,1 (X;Y )

para todo 1 < r < q∗.
(c) Se X e Y têm cotipo 2, então

ℒas,r (X;Y ) = ℒas,1 (X;Y )

para todo 1 < r <∞.
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1.4.2 Resultados recentes

Recentemente, a seguinte caracterização de resultados de coincidência, para o caso em
que Y não tem cotipo finito, foi obtida por G. Botelho e D. Pellegrino [6]:

Teorema 1.4.9 Sejam Y um espaço de Banach sem cotipo finito e X um espaço de
Banach de dimensão infinita. Então
(a) Πq,p(X;Y ) ∕= ℒ(X;Y ) se

1 ≤ q < cotX ou p ≥ (cotX)∗

ou

1 < p < (cotX)∗ e q <

(
1

p
− 1

(cotX)∗

)−1
.

(b) Πq,p(X;Y ) = ℒ(X;Y ) se
p = 1 e q > cotX

ou

1 < p < (cotX)∗ e q >

(
1

p
− 1

(cotX)∗

)−1
.

Para espaços X que assumem o cotipo cotX, ainda em [6], há uma solução mais
completa, pois abrange todas as posśıveis escolhas de p e q, fornecendo um resultado
do tipo “se, e somente se”:

Teorema 1.4.10 Sejam Y um espaço de Banach sem cotipo finito e X um espaço de
Banach de dimensão infinita que assume o cotipo cotX. Então

ℒas(q,p)(X;Y ) = ℒ(X;Y )

se, e somente se,
p = 1 e q ≥ cotX

ou

1 < p < (cotX)∗ e q ≥
(

1

p
− 1

(cotX)∗

)−1
.

Os próximos teoremas aparecem em [9]:

Teorema 1.4.11 Sejam X e Y espaços de Banach de dimensão infinita com cotY >
max{2, r}. Então existe um operador linear compacto de X em Y que não é r-somante.

Teorema 1.4.12 Sejam X e Y espaços de Banach de dimensão infinita. Sejam
2 ≤ r < cotY e q ≥ r tais que

ℒas(q,r) (X;Y ) = ℒ (X;Y ) .

Então
ℒ (l1, lcotY ) = ℒas(q,r) (l1, lcotY ) .
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1.5 O Teorema de Lindenstrauss-Pel̷czyński

Relembremos a definição de base de Schauder de um espaço de Banach:

Definição 1.5.1 Seja X um espaço de Banach. Uma seqüência (xj)
∞
j=1 é uma base de

Schauder de X se cada x ∈ X puder ser representado de maneira única como

x =
∞∑
j=1

ajxj, aj ∈ K. (1.6)

Uma base de Schauder é dita incondicional se a convergência em (1.6) for
incondicional para todo x ∈ X.

O próximo teorema, devido a Lindenstrauss e Pel̷czyński (veja [19]), mostra que
resultados de coincidência para o espaço dos operadores absolutamente 1-somantes são
bastante raros, destacando como o Teorema de Grothendieck é especial:

Teorema 1.5.2 (Lindenstrauss-Pel̷czyński) Se X tem base de Schauder
incondicional, dimX = dimY =∞ e

ℒas,1 (X;Y ) = ℒ (X;Y ) ,

então X é isomorfo a l1 e Y é isomorfo a um espaço de Hilbert.

A ideia da demonstração do Teorema de Lindenstrauss e Pel̷czyński é muito rica e
possibilitou muitos resultados novos cujas demonstrações seguem o seu esṕırito; para
tanto, a definição do seguinte parâmetro será bastante útil.

Seja X um espaço de Banach de dimensão infinita com uma base de Schauder
incondicional normalizada (xn)∞n=1. Definimos

�X,(xn) = inf

{
t; (aj)

∞
j=1 ∈ lt sempre que x =

∞∑
j=1

ajxj ∈ X

}
.

Quando X = c0, l1 ou l2, não há perigo de ambiguidades ao escrever simplesmente
�X , pois toda base incondicional é equivalente à base canônica ([20, Prop. 2.b.9] e [17,
Exerćıcio 6.33]). Para X = lp, 1 < p < ∞, p ∕= 2, quando escrevermos �X estaremos
considerando a base canônica.

O próximo resultado, cuja demonstração é inspirada nas ideias de Lindenstrauss
e Pel̷czyński, é um caso particular de resultados obtidos por D. Pellegrino em [27] e
ilustra uma direção de investigação que será melhor detalhada adiante, no contexto não
linear.
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Teorema 1.5.3 Sejam X e Y espaços de Banach de dimensão infinita e suponha que
X tenha uma base de Schauder incondicional e normalizada (xn)∞n=1 . Se cotY <∞ e

ℒas(q,1) (X;Y ) = ℒ (X;Y ) ,

então
(a) �X,(xn) ≤ q cotY

cotY−q se q < cotY

(b) X,(xn) ≤ q se q ≤ cotY
2

.

13



Caṕıtulo 2

Polinômios Absolutamente
Somantes

No presente caṕıtulo apresentamos o conceito de aplicações multilineares, polinômios
homogêneos cont́ınuos entre espaços de Banach. Em seguida exploramos o conceito de
polinômios absolutamente somantes e dominados e resultados que serão essenciais para
o desenvolvimento do nosso objeto principal de estudo, que será a demostração de uma
conjectura a respeito de resultados de coincidência para polinômios dominados.

2.1 Aplicações Multilineares e Polinômios

Homogêneos

Definição 2.1.1 Sejam m ∈ ℕ, X1, X2, ..., Xm e Y espaços vetoriais sobre K. Uma
aplicação A : X1 × ... × Xm → Y é m-linear (multilinear) se A for linear em cada
variável. Mais precisamente, A é m-linear se, para todos x1 ∈ X1, ..., xm ∈ Xm e
i = 1, ...,m, os operadores

A(x1, ..., xi−1, ⋅, xi+1..., xm) : Xi → Y

A(x1, ..., xi−1, ⋅, xi+1, ..., xm)(y) = A(x1, ..., xi+1, y, xi+1, ..., xm)

forem lineares.

Para cada m ∈ ℕ, denotamos o conjunto de todas as aplicações m-lineares de
X1 × ⋅ ⋅ ⋅ × Xm em Y por L(X1, ..., Xm;Y ) e o conjunto de todas as aplicações m-
lineares cont́ınuas de X1 × ⋅ ⋅ ⋅ × Xm em Y é denotado por ℒ(X1, ..., Xm;Y ). Uma
aplicação m-linear é dita simétrica se

A(x1, ..., xm) = A(x�(1), ..., x�(m))

para toda bijeção � : {1, ...,m} → {1, ...,m}.
Assim como no caso de operadores lineares, as aplicações multilineares cont́ınuas

podem ser caracterizadas através de desigualdades. O resultado a seguir apresenta tal
caracterização:
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Proposição 2.1.2 Sejam m ∈ ℕ, X1, X2, ..., Xm e Y espaços vetoriais normados sobre
K e A : X1 × ...×Xm → Y uma aplicação multilinear. São equivalentes:

(i) A é cont́ınua;
(ii) A é cont́ınua na origem;
(iii) Existe uma constante M > 0 tal que

∥A(x1, ..., xm)∥ ≤M ∥x1∥ ⋅ ⋅ ⋅ ∥xm∥

para quaisquer (x1, ..., xm) ∈ X1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×Xm.

Para detalhes da demonstração, sugerimos [4].

Definição 2.1.3 Sejam X e Y espaços vetoriais sobre K . Uma aplicação P : X → Y
é um polinômio m-homogêneo se existe A ∈ L(mX;Y ) tal que

P (x) = A(x, ..., x),

para todo x ∈ X. O espaço dos polinômios m-homogêneos de X em Y é denotado por
P (mX;Y ). Pode-se mostrar que sempre existe uma única aplicação m-linear simétrica
As tal que P (x) = As(x, ..., x). Nesse caso, dizemos que P é o polinômio m-homogêneo
associado a As e, em geral, As é representada por P̌ .

Denotaremos por P(mX;Y ) (ou P(mX), se Y = K) o espaço de Banach formado
por todos os polinômios m-homogêneos cont́ınuos de X em Y com a norma

∣∣P ∣∣ := sup
∥x∥=1

∣∣P (x)∣∣.

O resultado a seguir fornece uma caracterização dos polinômios homogêneos
cont́ınuos (veja [4]):

Proposição 2.1.4 Sejam X e Y espaços de Banach sobre K, m ∈ ℕ, P ∈ P(mX;Y )
e P̌ ∈ ℒ(mX;Y ). As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) P̌ ∈ ℒ(mX;Y );
(ii) P ∈ P(mX;Y );
(iii) P é cont́ınuo na origem;
(iv) Existe uma constante M > 0, tal que

∥P (x)∥ ≤M ∥x∥m

para qualquer x ∈ X;

O próximo resultado é bastante útil, pois mostra como se pode calcular P̌ (x1, ..., xm)
a partir de P avaliado em certos vetores. Ele será utilizado, por exemplo, na
demonstração da Proposição 2.2.5:
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Teorema 2.1.5 (Fórmula de Polarização) Sejam X e Y espaços de Banach sobre
K. Se P ∈ P(mX;Y ), então P̌ ∈ ℒ(mX;Y ) e

P̌ (x1, ⋅ ⋅ ⋅ , xm) =
1

m!2m
∑

"k=±1
k=1,⋅⋅⋅ ,m

"1 ⋅ ⋅ ⋅ "mP (x0 + "1x1 + ⋅ ⋅ ⋅+ "mxm) ,

para quaisquer x0, x1, ⋅ ⋅ ⋅ , xm ∈ X.

Observação 2.1.6 É interessante perceber que na Fórmula de Polarização, o termo
x0 aparece apenas no lado direito da desigualdade e, além disso, é completamente
arbitrário.

Para detalhes da teoria de polinômios e aplicações multilineares entre espaços de
Banach, mencionamos [15, 24].

2.2 Polinômios Absolutamente Somantes e

Polinômios Dominados

2.2.1 Polinômios Absolutamente Somantes

Definição 2.2.1 Sejam 0 < p, q < ∞. Um polinômio m-homogêneo P : X → Y
é absolutamente (p, q)-somante (ou (p, q)-somante) se (P (xj))

∞
j=1 ∈ lp(Y ) para toda

(xj)
∞
j=1 ∈ lwq (X).

O espaço de todos os polinômios m-homogêneos absolutamente (p, q)-somantes de X
em Y é denotado por Pas(p,q)(mX;Y ) (ou Pas(p,q)(mX) se Y = K). Quando m = 1 temos
o conceito original de operadores absolutamente somantes e nesse caso Pas(p;q)(1X;Y )
é representado por ℒas(p;q)(X;Y ).

Observação 2.2.2 É posśıvel provar que se p < q
m
, então Pas(p;q)(mX;Y ) = {0}.

Assim, a teoria só é interessante se q ≤ pm. De agora em diante, sempre estará
impĺıcito que q ≤ mp.

O seguinte resultado, que pode ser encontrado em [21], caracteriza por desigualdades
os polinômios absolutamente somantes:

Proposição 2.2.3 Seja P ∈ Pas(p,q)(mX;Y ) com 0 < p, q <∞. São equivalentes:
(i) P é (p, q)-somante;
(ii) Existe L > 0 tal que(

n∑
k=1

∥P (xk)∥p
) 1

p

≤ L sup
'∈BX∗

(
n∑
k=1

∣'(xk)∣q
)m

q

, (2.1)

para quaisquer x1, ⋅ ⋅ ⋅ , xn em X e n natural;
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(iii) Existe L > 0 tal que(
∞∑
k=1

∥P (xk)∥p
) 1

p

≤ L sup
'∈BX∗

(
∞∑
k=1

∣'(xk)∣q
)m

q

, (2.2)

sempre que (xk)
∞
k=1 ∈ lwq (X).

O ı́nfimo das constantes L tais que (2.1) (ou, equivalentemente (2.2)) vale é denotado
por ∥P∥as(p,q) . Se p < 1, ∥.∥as(p,q) é uma p-norma e, se p ≥ 1, ∥.∥as(p,q) é uma norma
em Pas(p,q)(mX;Y ). Em qualquer dos casos, temos espaços topológicos metrizáveis e
completos (veja [21]).

Há várias posśıveis generalizações do conceito de operadores absolutamente
somantes para aplicações multilineares. A seguir, apresentamos um dos primeiros
conceitos não lineares explorados na literatura (veja [2]).

Definição 2.2.4 Sejam 0 < p, q1, ⋅ ⋅ ⋅ , qn ≤ ∞. Uma aplicação multilinear cont́ınua T :
X1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×Xn → Y é absolutamente (p; q1, ⋅ ⋅ ⋅ , qn)-somante se (T (x

(1)
j , ⋅ ⋅ ⋅ , x(n)j ))∞j=1 ∈

lp(Y ) sempre que (x
(s)
j )∞j=1 ∈ lwqs(Xs), s = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , n.

Como veremos, a Fórmula de Polarização nos permite provar que P é absolutamente
(p; q)-somante se, e somante se, sua multilinear simétrica associada é absolutamente
(p; q, ⋅ ⋅ ⋅ , q)-somante.

Proposição 2.2.5 Um polinômio m-homogêneo P : X → Y é absolutamente (p; q)-
somante se, e somente se, P̌ : X × ⋅ ⋅ ⋅ ×X → Y é absolutamente (p; q, ..., q)-somante.

Demonstração. (⇒) Suponha que P seja absolutamente (p; q)-somante. Sejam

(x
(1)
j )∞j=1, ⋅ ⋅ ⋅ , (x

(m)
j )∞j=1 ∈ lwq (X). Pela Fórmula de Polarização segue que

(P̌ (x
(1)
j , ⋅ ⋅ ⋅ , x(m)

j ))∞j=1 =
1

m!2m

⎛⎝ ∑
"k=±1
k=1,⋅⋅⋅ ,m

"1 ⋅ ⋅ ⋅ "mP ("1x
(1)
j + ⋅ ⋅ ⋅+ "mx

(m)
j )

⎞⎠∞
j=1

=
1

m!2m
∑

"k=±1
k=1,⋅⋅⋅ ,m

"1 ⋅ ⋅ ⋅ "m
(
P ("1x

(1)
j + ⋅ ⋅ ⋅+ "mx

(m)
j )

)∞
j=1

.

Note que cada
("1x

(1)
j + ⋅ ⋅ ⋅+ "mx

(m)
j )∞j=1 ∈ lwq (X).

Assim, como P é (p; q)-somante, segue que cada(
P ("1x

(1)
j + ⋅ ⋅ ⋅+ "mx

(m)
j )

)∞
j=1
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pertence a lp(Y ). Como 1
m!2m

∑
"k=±1
k=1,⋅⋅⋅ ,m

"1 ⋅ ⋅ ⋅ "m é uma soma finita, segue que

(P̌ (x
(1)
j , ⋅ ⋅ ⋅ , x(m)

j ))∞j=1 =
1

m!2m
∑

"k=±1
k=1,⋅⋅⋅ ,m

"1 ⋅ ⋅ ⋅ "m
(
P ("1x

(1)
j + ⋅ ⋅ ⋅+ "mx

(m)
j )

)∞
j=1
∈ lp(Y ).

Portanto, P̌ é absolutamente (p; q, ⋅ ⋅ ⋅ , q)-somante.
(⇐) Considere (xj)

∞
j=1 ∈ lwq (X). Como P̌ é (p; q, ⋅ ⋅ ⋅ , q)-somante, temos que(

∞∑
j=1

∥P (xj)∥p
) 1

p

=

(
∞∑
j=1

∥∥P̌ (xj, ⋅ ⋅ ⋅ , xj)
∥∥p) 1

p

<∞

Logo, P é absolutamente (p; q)-somante.

2.2.2 Polinômios Dominados

A teoria de polinômios absolutamente (p; q)-somantes apresenta, em geral, pouca
relação com a teoria linear. Por exemplo, em geral, não há um Teorema de Inclusão
e teoremas de coincidência são muito comuns, ao contrário do que acontece na teoria
linear. Por exemplo, é fácil provar que

ℒ(mlp;Y ) = ℒas(1;1)(mlp;Y )

para todo m ≥ 2, 1 ≤ p ≤ 2 e todo espaço de Banach Y , e isso contrasta fortemente
com o Teorema de Grothendieck e o Teorema de Lindesntrauss-Pel̷czyński da teoria
linear.

Além disso, não há um Teorema de Dominação de Pietsch e, em contextos mais
espećıficos da teoria de ideais, o ideal dos polinômios absolutamente somantes, apresenta
propriedades indesejáveis. Por exemplo, o multi-ideal das aplicações multilineares
absolutamente p-somantes, em geral, não é um tipo de holomorfia.

Entretanto, o caso particular de polinômios m-homogêneos absolutamente ( r
m

; r)-
somantes (chamados de r-dominados) resgata muitas das propriedades da teoria linear
como, por exemplo, o Teorema da Dominação de Pietsch e o Teorema de Inclusão. Por
essa razão, esse caso particular, tem sido estudado separadamente.

Definição 2.2.6 Seja r ≥ 1. Um polinômio m-homogêneo P ∈ P(mX;Y ) é dito ser r-
dominado se ele é ( r

m
; r)-somante. Nesse caso, escreveremos Pd,r(mX;Y ) (ou Pd,r(mX)

se Y = K) em vez Pas( r
m
;r)(

mX;Y ).

Teorema 2.2.7 (Teorema de Pietsch para Polinômios Dominados) Seja 1 ≤
p <∞. Um polinômio m-homogêneo cont́ınuo P : X → Y é p-dominado se, e somente
se, existem uma constante C ≥ 0 e uma medida regular de probabilidade � nos borelianos
de BX∗, tais que

∥P (x)∥ ≤ C

(∫
BX∗

∣'(x)∣p d�(')

)m
p
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qualquer que seja x ∈ X.

O próximo teorema é consequência imediata do Teorema de Pietsch acima. Basta
notar que se p ≤ q, então Lq(BX∗ , �) ⊂ Lp(BX∗ , �) e ∥.∥p ≤ ∥.∥q .

Teorema 2.2.8 (Teorema de Inclusão para Polinômios Dominados) Sejam
1 ≤ p ≤ q, X e Y espaços de Banach. Então,

Pd,p(mX;Y ) ⊂ Pd,q(mX;Y ).

Conforme veremos a seguir, a noção de polinômios r-dominados se estende ao caso
multilinear.

Definição 2.2.9 Sejam X1, ...., Xm espaços de Banach e A : X1×⋅ ⋅ ⋅×Xm → Y é uma
aplicação m-linear cont́ınua. Dizemos que A é r-dominada se (A(x1j , ⋅ ⋅ ⋅ , xmj ))∞j=1 ∈
l r
m

(Y ) sempre (xkj )
∞
j=1 ∈ lwr (Xk) para cada k = 1, ...,m.

Para aplicações multilineares dominadas, também há uma versão do Teorema da
Dominação de Pietsch:

Teorema 2.2.10 (Teorema de Pietsch para Aplicações Dominadas) Seja 1 ≤
p < ∞. Uma aplicação T ∈ ℒ(X1, ..., Xm;Y ) é p-dominada se, e somente se, existem
uma constante C ≥ 0 e medidas regulares de probabilidade �k nos borelianos de BX∗

k
,

k = 1, ..., ,, tais que

∥T (x1,..., xm)∥ ≤ C
m∏
k=1

⎛⎝∫
BX∗

k

∣'k(xk)∣p d�k('k)

⎞⎠ 1
p

para quaisquer xk em Xk com k = 1, ..., n.

2.3 Uma conjectura

A teoria de polinômios homogêneos p-dominados entre espaços de Banach tem uma
grande importância na teoria não-linear de operadores absolutamente somantes. Ela
tem sido investigada por diversos autores (veja, por exemplo, [11, 12, 13, 18, 23]). Uma
conjectura dessa teoria, apresentada em [8] diz o seguinte:

Conjectura 2.3.1 Não existe espaço de Banach X de dimensão infinita tal que para
cada m ∈ ℕ e todo r ≥ 1, todo polinômio m-homogêneo cont́ınuo P : X → K seja
r-dominado.
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Sabe-se que essa conjectura é verdadeira para espaços de Banach com base
incondicional (veja [8, Teorema 3.2]). Além disso, sabe-se que a versão multilinear
dessa conjectura é verdadeira, mesmo em um contexto mais forte (veja [18]). Pela
Proposição 2.2.5, sabemos que um polinômio homogêneo é r-dominado se, e somente
se, sua aplicação multilinear simétrica associada também é r-dominada. No entanto,
as partes polinomiais e multilineares desse problema são relativamente independentes,
como mostra o exemplo seguinte de uma aplicação multilinear que não é p-dominada,
cuja aplicação simétrica associada é r-dominada:

Exemplo 2.3.2 Seja
T : l2 × l2 → K

definida por

T (x, y) =
∞∑
j=1

xjyj+1 −
∞∑
j=1

xj+1yj.

Note que T (ej, ej+1) = 1 para todo j. Então, T não é r-dominada, qualquer que seja
p ≥ 1. Por outro lado, temos que a aplicação simétrica associada a T é zero, pois,

T (x, y) =
1

2
(T (x, y) + T (y, x))

=
1

2

(
∞∑
j=1

xjyj+1 −
∞∑
j=1

xj+1yj +
∞∑
j=1

yjxj+1 +
∞∑
j=1

yj+1xj

)
= 0.

Assim, mesmo sabendo que a conjectura em sua versão multilinear é verdadeira, não é
claro que a conjectura original seja verdadeira.

No próximo caṕıtulo apresentaremos uma demonstração da Conjectura 2.3.1
mencionada acima. Os argumentos são retirados de um material não publicado devido
a Botelho, Pellegrino e Rueda, cujas ideias estão essencialmente em [9, 10].
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Caṕıtulo 3

Variações não-lineares de um
argumento de Lindenstrauss e
Pel̷czyński

Neste caṕıtulo, destacaremos alguns resultados recentes de coincidência e não-
coincidência para polinômios absolutamente somantes e dominados, e por fim, daremos
uma prova para o caso de espaços de Banach sobre o corpo dos reais, da conjectura
citada anteriormente.

Como mencionamos anteriormente, a demonstração do Teorema 1.5.2, devido a
Lindenstrauss e Pel̷czyński, tem inspirado vários resultados, tanto da teoria linear
quanto no contexto não-linear. Na teoria de polinômios absolutamente somantes,
a demonstração do Teorema de Lindenstrauss-Pel̷czyński, por exemplo, inspirou os
seguintes resultados:

Teorema 3.0.3 ([27]) Sejam X e Y espaços de Banach de dimensão infinita.
Suponhamos que X possua uma base de Schauder incondicional normalizada (xn)∞n=1 e
cotY =∞. Se

Pas(q;1)(mX;Y ) = P(mX;Y ),

então
�X,(xn) ≤ mq.

Teorema 3.0.4 ([7]) Sejam X e Y espaços de Banach de dimensão infinita tais que

Pas(q;1)(mX;Y ) = P(mX;Y ).

Suponha que X possui uma base incondicional normalizada (xn)∞n=1. Então

�X,(xn) ≤ mq

se
(i) q < 1 e dimY <∞;
(ii) q < cotY e dimY =∞.
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3.1 Resultados recentes de coincidência para

polinômios absolutamente somantes

Os resultados principais da presente estão indicados, sem maiores detalhes, em [9].

Definição 3.1.1 Seja Y um espaço de Banach. Dizemos que Y fatora finitamente (ff)
a inclusão lp ↪→ l∞ se existirem constantes C1, C2 > 0 tais que, para cada n natural,
existem y1, ..., yn ∈ Y tais que

C1∣∣(aj)nj=1∣∣∞ ≤ ∣∣
n∑
j=1

ajyj∣∣ ≤ C2

(
n∑
j=1

∣aj∣p
) 1

p

, (3.1)

para quaisquer escalares a1, ..., an. Em outras palavras, existem rn : lnp → [y1, ⋅ ⋅ ⋅ , yn] e
sn : [y1, ⋅ ⋅ ⋅ , yn]→ ln∞ dadas por

rn((aj)
n
j=1) =

n∑
j=1

ajyj

e

sn(
n∑
j=1

ajyj) = (aj)
n
j=1,

cont́ınuas, para as quais o diagrama abaixo é comutativo e as constantes de continuidade
não dependem de n:

[y1, ⋅ ⋅ ⋅ , yn]
sn

??�����

lnp

rn ��?
??

??
� � i //___________ ln∞

Teorema 3.1.2 Seja Y um espaço de Banach e 2 ≤ p < ∞ . Suponha que Y fatora
finitamente a inclusão lp ↪→ l∞. Se q < p e Pas(q;r)(mX;Y ) = P(mX;Y ) então idX é(
mpq
p−q , r

)
-somante.

Demonstração. Como Pas(q;r)(mX;Y ) = P(mX;Y ) e ∥.∥ ≤ ∣∣.∣∣as(q;r) segue que
id : Pas(q;r)(mX;Y ) → P(mX;Y ) é um operador linear, limitado e bijetivo. Note
que o Teorema da Aplicação Aberta é válido mesmo no caso em que ∣∣.∣∣as(q;r) é uma
q-norma. Para detalhes, veja [29]. Assim, pelo Teorema da Aplicação Aberta, temos
que id−1 é limitado e dáı existe K > 0 tal que

∣∣P ∣∣as(q;r) ≤ K∣∣P ∣∣

para todo polinômio m-homogêneo cont́ınuo P : X → Y .
Sejam n ∈ ℕ e x1, ..., xn ∈ X. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existem '1, ..., 'n ∈

BX∗ tais que ∣∣'j∣∣ = 1 e 'j(xj) = ∣∣xj∣∣, para todo j = 1, ..., n.
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Sejam �1, ..., �n escalares tais que
n∑
j=1

∣�j∣s = 1, com s = p
q
. Definamos Pn : X → Y

por

Pn(x) =
n∑
j=1

∣�j∣
1
q'j(x)myj,

para todo x ∈ X.
Note que Pn é cont́ınuo e sua norma não depende de n, pois dado x ∈ X,

∣∣Pn(x)∣∣ =

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

∣�j∣
1
q'j(x)myj

∥∥∥∥∥
≤ C2

(
n∑
j=1

∣∣∣∣�j∣ 1q'j(x)m
∣∣∣p) 1

p

≤ C2

(
n∑
j=1

∣∣∣∣�j∣ 1q ∣∣'j∣∣m∣∣x∣∣m∣∣∣p)
1
p

≤ C2

(
n∑
j=1

∣∣∣∣�j∣ 1q ∣∣x∣∣m∣∣∣p)
1
p

= C2

(
n∑
j=1

∣�j∣
p
q

) 1
p

∣∣x∣∣m

= C2∣∣x∣∣m.

Assim,
∣∣P ∣∣as(q;r) ≤ K∣∣P ∣∣ = K sup

∣∣x∣∣=1

∣∣Pn(x)∣∣ ≤ KC2 := K1.

Note que, para k = 1, ..., n, temos

∥Pn(xk)∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

∣�j∣
1
q'(xk)

myj

∥∥∥∥∥
≥ C1

∥∥∥(∣�j∣
1
q'j(xk)

m)nj=1

∥∥∥
∞

= C1 sup
j=1,...,n

{
∣∣�j∣

1
q'j(xk)

m∣
}

= C1∣�j∣
1
q'k(xk)

m

= C1∣�j∣
1
q ∣∣xk∣∣m.
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Assim, obtemos as seguintes estimativas:(
n∑
j=1

∣∣xj∣∣mq∣�j∣

) 1
q

=

(
n∑
j=1

(∣∣xj∣∣m∣�j∣
1
q )q

) 1
q

≤ C−11

(
n∑
j=1

∣∣P (xj)∣∣q
) 1

q

≤ C−11 ∣∣P ∣∣as(q;r)(∣∣(xj)nj=1∣∣w,r)m.

Note que a desigualdade acima é válida sempre que
n∑
j=1

∣�j∣s = 1. Como 1
s

+ 1
s
s−1

= 1

e lns =
(
lns
s−1

)∗
obtemos:

∥∥(∣∣xj∣∣mq)nj=1

∥∥
s
s−1

=

(
n∑
j=1

(∣∣xj∣∣
s
s−1

mq)

) 1
s
s−1

= sup
'∈B(

ln s
s−1

)∗

∣∣'(∣∣xj∣∣mq)nj=1

∣∣
= sup

(�j)nj=1∈Blns

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

�j∣∣xj∣∣mq
∣∣∣∣∣

= sup

{∣∣∣∣∣
n∑
j=1

�j∣∣xj∣∣mq
∣∣∣∣∣ :

n∑
j=1

∣�j∣s = 1

}

≤ sup

{
n∑
j=1

∣�j∣∣∣xj∣∣mq :
n∑
j=1

∣�j∣s = 1

}
≤ (C−11 ∣∣P ∣∣as(q;r)∣∣(xj)nj=1∣∣mw,r)q

≤ (C−11 K1∣∣(xj)nj=1∣∣mw,r)q.
Logo (

n∑
j=1

(∣∣xj∣∣
s
s−1

mq)

) 1

( s
s−1)mq

≤ (C−11 K1)
1
m ∣∣(xj)nj=1∣∣w,r.

Como s
s−1mq = mpq

p−q , n e x1, ..., xn ∈ X são arbitrários, segue que idX é
(
mpq
p−q , r

)
-

somante.
A próxima definição mantém a simbologia introduzida no trabalho clássico de

Maurey e Pisier [22]:

Definição 3.1.3 Dado um espaço de Banach X, definimos:

rX := sup{2 ≤ p ≤ ∞ : X fatora finitamente a inclusão formal lp ↪→ l∞}
sX := inf{2 ≤ p ≤ ∞: idX ∈ ℒas(p,1)(X,X)}
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com rX ,sX ∈ [2,∞].

O próximo teorema, devido a Maurey e Pisier, mostra que os parâmetros rX e sX
coincidem e, além disso, são iguais a cotX. Note que o Teorema de Talagrand (Teorema
1.4.6) traz informações mais precisas que a igualdade cotX = sX .

Teorema 3.1.4 (Maurey-Pisier) Para todo espaço de Banach de dimensão infinita
X,

cotX = rX = sX .

A partir do Teorema de Maurey-Pisier e do teorema 3.1.2, seguem imediatamente
alguns resultados:

Corolário 3.1.5 Sejam X e Y espaços de Banach de dimensão infinita e p, q > 0 tais
que cotY = p > q. Se

Pas(q;r)(mX;Y ) = P(mX;Y ),

então idX é
(
mpq
p−q ; r

)
-somante.

Demonstração. Temos p > q e Pas(q;r)(mX;Y ) = P(mX;Y ). Como cotY = p então o
Teorema de Maurey-Pisier garante que rY = p. Mas, por [14], sabemos que o supremo
é atingido. Logo Y fatora finitamente a inclusão formal lp ↪→ l∞. Assim, pelo Teorema

3.1.2, segue que idX é
(
mpq
p−q ; r

)
-somante.

Corolário 3.1.6 Sejam X e Y espaços de Banach de dimensão infinita e p, q > 0 tal
que cotY = p > q. Se

mpq

p− q
> 2

e Pas(q;1)(mX;Y ) = P(mX;Y ), então X tem cotipo mpq
p−q .

Demonstração. Pelo Corolário 3.1.5 com r = 1, temos que idX é
(
mpq
p−q , 1

)
-somante.

Por hipótese,
mpq

p− q
> 2.

Dáı, pelo Teorema 1.4.6, conclúımos que X tem cotipo mpq
p−q .

Corolário 3.1.7 Sejam X e Y espaços de Banach de dimensão infinita. Se Y não tem
cotipo finito e

Pas(q;1)(mX;Y ) = P(mX;Y ),

então cotX ≤ mq.
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Demonstração. Como cotY = ∞, podemos usar p, na definição anterior,

arbitrariamente grande. Do Teorema 3.1.2 temos que idX é
(
mpq
p−q , 1

)
-somante com

q < p e p arbitrariamente grande.
Note que

lim
p→∞

mpq

p− q
= mq.

Logo, dado � > 0,∃ p� tal que
mp�q

p� − q
< mq + �.

Como idX é
(
mp�q
p�−q , 1

)
-somante, segue que idX é (mq + �, 1)-somante. Logo

mq + � ≥ 2

para todo � > 0. Dáı conclúımos que mq ≥ 2 e, pelo Teorema 3.1.4, obtemos

cotX ≤ mq.

Observação 3.1.8 O Teorema 3.0.3 mostra que, sob as hipóteses do Corolário 3.1.7,
e se X tem base incondicional normalizada (xn)∞n=1, temos

�X,(xn) ≤ mq.

O Corolário 3.1.7 melhora o Teorema 3.0.3 em dois sentidos: primeiro, uma base
de Schauder não é usada no corolário e, segundo, se X tem uma base de Schauder
incondicional, a conclusão cotX ≤ mq do Corolário 3.1.7 é mais forte que a conclusão
�X,(xn) ≤ mq do Teorema 3.0.3. De fato, se cotX ≤ mq e X tem base incondicional,
então idX é (mq + �, 1)-somante ∀� > 0. Dáı, segue que �X,(xn) ≤ mq.

Proposição 3.1.9 Sejam X e Y espaços de Banach de dimensão infinita e

q < cotY = p.

Então:
(a) Pas(q;r)(mX;Y ) ∕= P(mX;Y ), se

r >
2mpq

mpq + 2p− 2q
,

(b) Pas(q;r)(mX;Y ) ∕= P(mX;Y ), se r ≥ 2. Em particular,

Pas(q;r)(mX;Y ) ∕= P(mX;Y )

para todo r ≥ 2, se cotY =∞.
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Demonstração. (a) Suponha que Pas(q;r)(mX;Y ) = P(mX;Y ). Dáı, pelo Corolário

3.1.5, temos que idX é
(
mpq
p−q , r

)
-somante. Como idX ∕= 0, segue que

r ≤ mpq

p− q
.

Usando o Teorema 1.4.5, temos

1

r
− p− q

mpq
≥ 1

2
,

ou seja,

r ≤ 2mpq

mpq + 2p− 2q
,

o que é uma contradição.
(b) Suponha que Pas(q;r)(mX;Y ) = P(mX;Y ). Novamente, usando o Corolário

3.1.5, segue que idX é
(
mpq
p−q , 2

)
-somante, pois r ≥ 2. E dáı, como idX ∕= 0, temos

mpq

p− q
≥ 2.

Mas, pelo Teorema 1.4.5, temos que idX não pode ser absolutamente (s, 2)-somante
para s ≥ 2 algum.

Como mostra o resultado a seguir, os resultados anteriores têm consequências
interessantes, inclusive, no caso linear:

Teorema 3.1.10 Sejam X e Y espaços de Banach de dimensão infinita. Se r ≥ 2 e
q < cotY então

ℒas(q;r)(X;Y ) ∕= ℒ(X;Y ).

Em particular, se r ≥ 1 e cotY > max{2, r} então

ℒas,r(X;Y ) ∕= ℒ(X;Y ).

Demonstração. Pela Proposição 3.1.9, item (b) temos que se r ≥ 2 então

Pas(q;r)(mX;Y ) ∕= P(mX;Y ).

Assim, fazendo m = 1 segue que

ℒas(q;r)(X;Y ) ∕= ℒ(X;Y )

e a primeira afirmação do teorema está demonstrada. Para a demonstração da segunda
afirmação, consideraremos dois casos:
1o caso: r ≥ 2. Como cotY > max{2, r} então cotY > r. Fazendo q = r na primeira
afirmação do teorema temos

ℒas,r(X;Y ) ∕= ℒ(X;Y ).
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2ocaso: 1 ≤ r < 2. Nesse caso, cotY > 2. Pelo que já foi provado, segue que

ℒas,2(X;Y ) ∕= ℒ(X;Y )

e dáı, pelo Teorema de Inclusão, conclúımos

ℒas,r(X;Y ) ⊂ ℒas,2(X;Y ) ∕= ℒ(X;Y ).

Observação 3.1.11 Relembremos o famoso Teorema de Grothendieck:

ℒas,1(l1; l2) = ℒ(l1; l2).

Note que o Teorema 3.1.10, em geral, não pode ser melhorado (isto é, não se pode trocar
o > por ≥) para espaços Y com cotipo 2. De fato, o teorema não vale para X = l1,
Y = l2 (que tem cotipo 2) e r = 1.

Corolário 3.1.12 Se X e Y são espaços de dimensão infinita e

ℒas,r(X;Y ) = ℒ(X;Y )

para algum 1 ≤ r < 2 então cotY = 2.

Demonstração. Se fosse cotY > 2, teŕıamos

cotY > 2 = max{2, r},

e o Teorema 3.1.10 implicaria que

ℒas,r(X;Y ) ∕= ℒ(X;Y ).

Logo, cotY = 2.
O próximo corolário é uma simples consequência dos resultados anteriores. Ele será

destacado apenas para tornar mais clara a Observação 3.1.14.

Corolário 3.1.13 Sejam X e Y espaços de Banch de dimensão infinita com cotY <
∞. Então:

(a)

ℒas(q;1)(X;Y ) ∕= ℒ(X;Y ) para todo q <
2 cotY

2 + cotY
.

(b)
ℒas(q;2)(X;Y ) ∕= ℒ(X;Y ) para todo q < cotY.
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Demonstração. (a) Como claramente

2 cotY

2 + cotY
< cotY

e, por hipótese,

q <
2 cotY

2 + cotY
segue que

q < cotY .

Assim, fazendo m = r = 1 na Proposição 3.1.9 (a), temos que

ℒas(q;1)(X;Y ) ∕= ℒ(X;Y )

sempre que
2q cotY

q cotY + 2 cotY − 2q
< 1,

ou seja,

q <
2 cotY

2 + cotY
.

(b) Pelo Teorema 3.1.10 temos que se r ≥ 2 e q < cotY então

ℒas(q;r)(X;Y ) ∕= ℒ(X;Y ).

Logo, fazendo r = 2, segue que

ℒas(q;2)(X;Y ) ∕= ℒ(X;Y )

para todo q < cotY .

Observação 3.1.14 Para Y = lp, com 2 ≤ p <∞ e X = l1, de [3] sabemos que

ℒas( 2p
2+p

,1)(l1; lp) = ℒ(l1; lp)

e isso mostra que o resultado anterior em geral não vale para

q =
2 cotY

2 + cotY
.

3.2 Resultados de coincidência para polinômios

dominados

Começamos a presente seção com uma série de lemas, que podem ser encontrados em
[26].
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Definição 3.2.1 Sejam X1, ..., Xn e Y espaços de Banach. Definimos, para cada
k = 1, ..., n− 1,

 k : ℒ(X1, ..., Xn;Y )→ ℒ(X1, ..., Xk;ℒ(Xk+1, ..., Xn;Y ))

por
 k(T )(x1, ..., xk)(xk+1, ..., xn) = T (x1, ..., xn).

Não é dif́ıcil mostrar que  k é uma isometria.

Lema 3.2.2 Se

ℒ(X1, ..., Xn;Y ) = ℒas(r;s1,...,st,∞,...,∞)(X1, ..., Xn;Y ),

então

ℒ(X1, ..., Xt;ℒ(Xt+1, ..., Xn;Y )) = ℒas(r;s1,...,st)(X1, ..., Xt;ℒ(Xt+1, ..., Xn;Y ))

e vice versa.

Demonstração. Suponha

ℒ(X1, ..., Xn;Y ) = ℒas(r;s1,...,st,∞,...,∞)(X1, ..., Xn;Y ).

Considere T : X1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×Xt → ℒ(Xt+1, ..., Xn;Y ) uma aplicação multilinear cont́ınua.
Temos que

(
∞∑
j=1

∥∥∥T (x
(j)
1 , ..., x

(j)
t )
∥∥∥r) 1

r

=

⎛⎜⎝ ∞∑
j=1

sup
∥yk∥≤1

k=t+1,⋅⋅⋅,n

∥∥∥T (x
(j)
1 , ..., x

(j)
t )(yt+1,..., yn)

∥∥∥r
⎞⎟⎠

1
r

= (∗).

Para cada j existem y
(j)
t+1 ∈ BX∗

t+1
, ..., y

(j)
n ∈ BX∗

n
tais que

(∗) ≤

(
∞∑
j=1

∥∥∥T (x
(j)
1 , ..., x

(j)
t )(y

(j)
t+1, ..., y

(j)
n )
∥∥∥r +

1

2j

) 1
r

=

(
∞∑
j=1

∥∥∥ −1t (T )(x
(j)
1 , ..., x

(j)
t , y

(j)
t+1, ..., y

(j)
n )
∥∥∥r +

1

2j

) 1
r

<∞

sempre que (x
(j)
1 )∞j=1 ∈ lws1(X1), ..., (x

(j)
t )∞j=1 ∈ lwst(Xt). Logo

T ∈ ℒas(r;s1,...,st)(X1, ..., Xt;ℒ(Xt+1, ..., Xn;Y )).

Reciprocamente, suponha

ℒ(X1, ..., Xt;ℒ(Xt+1, ..., Xn;Y )) = ℒas(r;s1,...,st)(X1, ..., Xt;ℒ(Xt+1, ..., Xn;Y )).
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Novamente, considere T : X1 × ⋅ ⋅ ⋅ × Xn → Y uma aplicação multilinear cont́ınua.
Assim, para (x

(j)
l )∞j=1 ∈ lwsl(Xl) e (y

(j)
i )∞j=1 ∈ lw∞(Xi), l = 1, ⋅ ⋅ ⋅, t, i = t+ 1, ⋅ ⋅ ⋅, n, temos(

∞∑
j=1

∥∥∥T (x
(j)
1 , ..., x

(j)
t , y

(j)
t+1, ..., y

(j)
n )
∥∥∥r) 1

r

=

(
∞∑
j=1

∥∥∥ t(T )(x
(j)
1 , ..., x

(j)
t )(y

(j)
t+1, ..., y

(j)
n )
∥∥∥r) 1

r

≤

(
∞∑
j=1

∥∥∥ t(T )(x
(j)
1 , ..., x

(j)
t )
∥∥∥r) 1

r ∥∥∥(y
(j)
t+1)

∞
j=1

∥∥∥
∞
⋅ ⋅ ⋅
∥∥(y(j)n )∞j=1

∥∥
∞

≤ ∥ t(T )∥as(r;s1,...,st)

(
t∏
l=1

∥∥∥(x
(j)
l )∞j=1

∥∥∥
w,sl

)∥∥∥(y
(j)
t+1)

∞
j=1

∥∥∥
∞
⋅ ⋅ ⋅
∥∥(y(j)n )∞j=1

∥∥
∞

<∞.

Portanto, T ∈ ℒas(r;s1,...,st,∞,...,∞)(X1, ..., Xn;Y ).

Lema 3.2.3 Se uma aplicação bilinear cont́ınua T : X1×X2 → Y é p-dominada, então
T é (r; r,∞)-somante para cada r ≥ p.

Demonstração. Como T : X1 ×X2 → Y é p-dominada, pelo Teorema de Dominação
de Grothendieck-Pietsch temos

∥ 1(T )(x)∥ = sup
∥y∥≤1

∥ 1(T )(x)(y)∥ = sup
∥y∥≤1

∥T (x, y)∥

≤ sup
∥y∥≤1

C

(∫
BX∗

1

∣'1(x)∣p d�1('1)

) 1
p
(∫

BX∗
2

∣'2(y)∣p d�2('2)

) 1
p

≤ C

(∫
BX∗

1

∣'1(x)∣p d�1('1)

) 1
p

≤ C

(∫
BX∗

1

∣'1(x)∣r d�1('1)

) 1
r

.

Logo  1(T ) é (r; r)-somante e, pelo Lema 3.2.2, segue que, T =  −11 ( 1(T )) é (r; r,∞)-
somante .

A ideia do lema anterior pode ser usada para provar o seguinte:

Lema 3.2.4 Se uma aplicação n-linear cont́ınua T : X1×⋅ ⋅ ⋅×Xn → Y é p-dominada,
então T é ( r

n−1 ; r, ..., r,∞)-somante para cada r ≥ p. Além disso,

ℒas( p
n−1

;p,...,p,∞)(X1, ..., Xn;Y ) ⊂ ℒas( r
n−1

;r,...,r,∞)(X1, ..., Xn;Y ).
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Lema 3.2.5 Se
ℒ(2X;Y ) = ℒd,r(2X;Y ),

então
ℒas,r(X;ℒ(X;Y )) = ℒ(X;ℒ(X;Y )).

Demonstração. Seja T ∈ ℒ(X;ℒ(X;Y )). Então,

 −11 (T ) ∈ ℒ(2X;Y ) = ℒd,r(2X;Y ).

Pelo Lema 3.2.4,
 −11 (T ) ∈ ℒas(r;r,∞)(

2X;Y ).

Agora, pelo Lema 3.2.2 segue que

T =  1( 
−1
1 (T )) ∈ ℒas(r;r)(X;ℒ(X;Y )).

Logo
ℒ(X;ℒ(X;Y )) ⊂ ℒas(r;r)(X;ℒ(X;Y ))

e temos, portanto,
ℒas,r(X;ℒ(X;Y )) = ℒ(X;ℒ(X;Y )).

A partir dos resultados anteriores, é fácil obter o seguinte resultado de não-
coincidência para aplicações multilineares dominadas.

Proposição 3.2.6 Se cotX∗ > 2, então

ℒd,r(2X) ∕= ℒ(2X)

sempre que 1 ≤ r < cotX∗.

Demonstração. Suponha que ℒd,r(2X) = ℒ(2X) para algum 1 ≤ r < cotX∗. Pelo
lema anterior,

ℒas,r(X;ℒ(X;K)) = ℒ(X;ℒ(X;K)).

Como, por hipótese, cotX∗ > 2, temos que cotX∗ > max{2, r}. Pelo Teorema 3.1.10,
temos

ℒas,r(X;ℒ(X;K)) ∕= ℒ(X;ℒ(X;K))

sempre que cotX∗ > max{2, r} e o resultado segue.

Corolário 3.2.7 Se X e Y são espaços de Banach de dimensão infinita, então

Pd,r(mX;Y ) ∕= P(mX;Y )

para todo r < m cotY e m ≥ 2.

32



Demonstração. Suponha cotY = p > q. Pela Proposição 3.1.9 (b) temos que

Pas(q;r)(mX;Y ) ∕= P(mX;Y )

para r ≥ 2.
Logo, fazendo q = r

m
segue que

Pd,r(mX;Y ) ∕= P(mX;Y )

para r ≥ 2.
Para o caso 1 ≤ r < 2 segue do Teorema de Inclusão que

Pd,r(mX;Y ) ⊂ Pd,2(mX;Y ) ∕= P(mX;Y ).

Logo,
Pd,r(mX;Y ) ∕= P(mX;Y ).

O próximo corolário que obteremos necessita de um famoso resultado de coincidência
devido a A. Defant e J. Voigt. Esse resultado apareceu, pela primeira vez no trabalho
de R. Alencar e M. Matos [2], com o devido crédito a Defant e Voigt.

Teorema 3.2.8 (Teorema de Defant-Voigt) Se m ≥ 1 e X é um espaço de
Banach, então

Pas(1;1)(mX) = P(mX).

Uma simples combinação do Corolário 3.1.6 e [5, Teorema 2.2 (ii)] fornece a seguinte
extensão de [27].

Corolário 3.2.9 Sejam X um espaço de Banach tal que cotX = ∞ e Y um espaço
de Banach de dimensão infinita que assume o cotipo cotY . Então

Pas(q;1)(mX;Y ) = P(mX;Y ) ⇐⇒ q ≥ cotY.

Demonstração. (⇒) Suponha cotY = p > q. Dáı, pelo Corolário 3.1.5, idX é(
mpq
p−q , 1

)
-somante, o que é absurdo em virtude do Teorema de Maurey-Pisier, pois

cotX =∞.
(⇐) Por hipótese, cotY ≤ q e Y assume o ı́nfimo dos seus cotipos. Então, idY é (q, 1)-
somante. Assim, usando o Teorema de Defant-Voigt e o Teorema da Aplicação Aberta
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(TAA), existe C > 0 tal que

(
k∑
j=1

∣∣P (xj)∣∣q)
1
q ≤ ∥idY ∥as(q,1)

∥∥(P (xj))
k
j=1

∥∥
w,1

= ∥idY ∥as(q,1) sup
∥'∥≤1

k∑
j=1

∣'(P (xj))∣

= ∥idY ∥as(q,1) sup
∥'∥≤1

k∑
j=1

∣(' ∘ P )(xj)∣

Teorema 3.2.8

≤ ∥idY ∥as(q,1) sup
∥'∥≤1

∥' ∘ P∥as(1,1)
∥∥(xj)

k
j=1

∥∥n
w,1

TAA

≤ ∥idY ∥as(q,1) sup
∥'∥≤1

C ∥' ∘ P∥
∥∥(xj)

k
j=1

∥∥n
w,1

≤ C ∥idY ∥as(q,1) ∥P∥
∥∥(xj)

k
j=1

∥∥n
w,1

.

Portanto,
Pas(q;1)(mX;Y ) = P(mX;Y ).

3.3 A demonstração da conjectura

Nessa seção, vamos mostrar que a Conjectura 2.3.1 é verdadeira para espaços de Banach
sobre o corpo dos reais. A demonstração se dará basicamente em duas etapas. Primeiro,
demonstraremos um resultado similar ao Teorema 3.1.2 com Y = K = ℝ e m par; o
segundo passo é estender este resultado para o caso de inteiros ı́mpares.

Teorema 3.3.1 Sejam m um inteiro positivo par e X um espaço de Banach real de

dimensão infinita. Se q < 1 e Pas(q;r)(mX) = P(mX) então idX é
(
mq
1−q , r

)
-somante.

Demonstração. Como Pas(q;r)(mX) = P(mX) e como

∣∣Q∣∣ ≤ ∣∣Q∣∣as(q;r)

para todo Q ∈ Pas(q;r)(mX), segue que

id : Pas(q;r)(mX)→ P(mX)

é um operador linear, limitado e bijetivo. Assim, pelo Teorema da Aplicação Aberta,
temos que id−1 é limitado e existe K > 0 tal que

∣∣Q∣∣as(q;r) ≤ K∣∣Q∣∣,

para todo polinômio m-homogêneo cont́ınuo Q : X → ℝ.
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Sejam n ∈ ℕ e x1, ..., xn ∈ X. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existem '1, ..., 'n ∈ BX∗

tais que ∣∣'j∣∣ = 1 e 'j(xj) = ∣∣xj∣∣, para todo j = 1, ..., n.

Sejam �1, ..., �n números reais tais que
n∑
j=1

∣�j∣s = 1, com s = 1
q
.

Definamos, para cada n natural, Pn : X → ℝ por

Pn(x) =
n∑
j=1

∣�j∣
1
q'j(x)m.

Note que, como m é par, temos Pn(x) ≥ 0 para todo x ∈ X e

∣Pn(x)∣ = Pn(x) ≥ ∣�k∣
1
q'k(x)m,

para todo x ∈ X e todo k = 1, ..., n.
Além disso, Pn é cont́ınuo e sua norma não depende de n, pois dado x ∈ X, temos que

∣Pn(x)∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

∣�j∣
1
q'j(x)m

∣∣∣∣∣
≤

n∑
j=1

∣∣∣∣�j∣ 1q'j(x)m
∣∣∣

=
n∑
j=1

∣�j∣
1
q ∣'j(x)m∣

≤
n∑
j=1

∣�j∣
1
q ∥'j∥m ∣∣x∣∣m

= ∣∣x∣∣m
n∑
j=1

∣�j∣
1
q

= ∣∣x∣∣m.

Assim,

∣∣Pn∣∣as(q;r) ≤ K∣∣Pn∣∣ = K sup
∣∣x∣∣=1

∣∣Pn(x)∣∣ ≤ K sup
∣∣x∣∣=1

∣∣x∣∣m = K.

Logo, (
n∑
j=1

∣∣xj∣∣mq∣�j∣

) 1
q

=

(
n∑
j=1

(∣∣xj∣∣m∣�j∣
1
q )q

) 1
q

(3.2)

≤

(
n∑
j=1

∣∣Pn(xj)∣∣q
) 1

q

≤ ∣∣Pn∣∣as(q;r)(∣∣(xj)nj=1∣∣w,r)m.
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Note que a desigualdade acima é válida sempre que
n∑
j=1

∣�j∣s = 1.

Como 1
s

+ 1
s
s−1

= 1 e lns =
(
lns
s−1

)∗
temos:

∥∥(∣∣xj∣∣mq)nj=1

∥∥
s
s−1

=

(
n∑
j=1

(∣∣xj∣∣
s
s−1

mq)

) 1
s
s−1

= sup
'∈B(

ln s
s−1

)∗

∣∣' ((∣∣xj∣∣mq)nj=1

)∣∣
= sup

(�j)nj=1∈Blns

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

�j∣∣xj∣∣mq
∣∣∣∣∣

= sup

{∣∣∣∣∣
n∑
j=1

�j∣∣xj∣∣mq
∣∣∣∣∣ ;

n∑
j=1

∣�j∣s = 1

}

≤ sup

{
n∑
j=1

∣�j∣∣∣xj∣∣mq;
n∑
j=1

∣�j∣s = 1

}
(3.2)

≤ ∣∣Pn∣∣qas(q;r)(∣∣(xj)
n
j=1∣∣w,r)mq

≤ Kq(∣∣(xj)nj=1∣∣w,r)mq.

Segue, portanto, que(
n∑
j=1

∣∣xj∣∣
s
s−1

mq

) 1

( s
s−1)mq

≤ K
1
m ∣∣(xj)nj=1∣∣w,r.

Como s
s−1mq = mq

1−q , n e x1, ..., xn ∈ X são arbitrários, segue que idX é
(
mq
1−q , r

)
-

somante.
Os próximos dois lemas serão essenciais para a demonstração da conjectura:

Proposição 3.3.2 Se P : X → Y é um polinômio n-homogêneo p-dominado então,
para quaisquer vetores a1,..., ar fixos, a aplicação multilinear

P̌a1,...,ar(xr+1, ..., xn) := P̌ (a1,..., ar, xr+1, ..., xn)

é p-dominada. Analogamente, se T : X1×⋅ ⋅ ⋅×Xn → Y é n-linear p-dominada, então

Ta1,...,ar(xr+1, ..., xn) := T (a1,..., ar, xr+1, ..., xn)

é p-dominada.
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Demonstração. Comecemos pelo caso de uma aplicação n-linear p-dominada T :
X1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×Xn → Y. Pelo Teorema da Dominação de Pietsch temos∥∥Ta1,...,ar(xr+1, ..., xn)

∥∥ = ∥T (a1,..., ar, xr+1, ..., xn)∥

≤ C

⎛⎝∫
BX∗

1

∣'1(a1)∣p d�1('1)

⎞⎠ 1
p

⋅ ⋅ ⋅

(∫
BX∗

r

∣'r(ar)∣p d�r('r)

) 1
p

⋅

⎛⎝∫
BX∗

r+1

∣'r+1(xr+1)∣p d�r+1('r+1)

⎞⎠ 1
p

⋅ ⋅ ⋅

(∫
BX∗

n

∣'n(xn)∣p d�n('n)

) 1
p

≤ C

⎛⎝∫
BX∗

1

∥'1∥p ∥a1∥p d�1('1)

⎞⎠ 1
p

⋅ ⋅ ⋅

(∫
BX∗

r

∥'r∥p ∥ar∥p d�r('r)

) 1
p

⋅

⎛⎝∫
BX∗

r+1

∣'r+1(xr+1)∣p d�r+1('r+1)

⎞⎠ 1
p

⋅ ⋅ ⋅

(∫
BX∗

n

∣'n(xn)∣p d�n('n)

) 1
p

≤ C

⎛⎝∫
BX∗

1

1 ⋅ ∥a1∥p d�1('1)

⎞⎠ 1
p

⋅ ⋅ ⋅

(∫
BX∗

r

1 ⋅ ∥ar∥p d�r('r)

) 1
p

⋅

⎛⎝∫
BX∗

r+1

∣'r+1(xr+1)∣p d�r+1('r+1)

⎞⎠ 1
p

⋅ ⋅ ⋅

(∫
BX∗

n

∣'n(xn)∣p d�n('n)

) 1
p

≤ C ∥a1∥p �1(BX∗
1
) ⋅ ⋅ ⋅ ∥ar∥p �r(BX∗

r
)

⋅

⎛⎝∫
BX∗

r+1

∣'r+1(xr+1)∣p d�r+1('r+1)

⎞⎠ 1
p

⋅ ⋅ ⋅

(∫
BX∗

n

∣'n(xn)∣p d�n('n)

) 1
p

= C1

⎛⎝∫
BX∗

r+1

∣'r+1(xr+1)∣p d�r+1('r+1)

⎞⎠ 1
p

⋅ ⋅ ⋅

(∫
BX∗

n

∣'n(xn)∣p d�n('n)

) 1
p

.

Portanto, pelo Teorema da Dominação de Pietsch, Ta1,...,ar é p-dominada.
Consideremos, agora, o caso de um polinômio n-homogêneo p-dominado P : X → Y.

Então, sabemos que P̌ é p-dominada. Pelo que acabamos de demonstrar, segue que
P̌a1,...,ar é p-dominada.

Lema 3.3.3 Sejam p ≥ 1 e m ∈ ℕ. Seja X um espaço de Banach de dimensão infinita.
Se

Pd,p(nX;Y ) = P(nX;Y )

então
Pd,p(mX;Y ) = P(mX;Y )
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para cada m ≤ n.

Demonstração. Para m = 1, considere T : X → Y uma aplicação linear cont́ınua
qualquer. Defina P : X → Y por

P (x) = '(x)n−1T (x),

onde ' é um funcional linear cont́ınuo não nulo. Então, por hipótese, P será p-
dominado. A multilinear simétrica P̌ : X × ⋅ ⋅ ⋅ × X → Y associada a P é dada
por

P̌ (x1, ⋅ ⋅ ⋅ , xn) =

=
1

n

[
'(x1) ⋅ ⋅ ⋅'(xn−1)T (xn) + '(x1) ⋅ ⋅ ⋅'(xn−2)'(xn)T (xn−1)

+ ⋅ ⋅ ⋅+ '(x2) ⋅ ⋅ ⋅'(xn)T (x1)

]
,

e dáı obtemos

P̌ (a, ⋅ ⋅ ⋅ , a, x) =
1

n

[
'(a)n−1T (x) + (n− 1)'(a)n−2'(x)T (a)

]
.

É claro que ' é absolutamente p-somante. Pela proposição anterior, P̌ (a, ..., a, ⋅) é
absolutamente p-somante. Logo, como ℒas,p(X;Y ) é um espaço vetorial, segue que T é
absolutamente p-somante.

Para m = 2, considere Q : X → Y um polinômio 2-homogêneo cont́ınuo qualquer.
Defina P : X → Y por

P (x) = '(x)n−2Q(x),

onde ' é um funcional linear cont́ınuo não nulo. Novamente, temos que

P̌ (x1, ⋅ ⋅ ⋅ , xn)

=
2

n(n− 1)

[
'(x1) ⋅ ⋅ ⋅'(xn−2)Q̌(xn−1, xn) + '(x1) ⋅ ⋅ ⋅'(xn−1)Q̌(xn−2, xn)

+ ⋅ ⋅ ⋅+ '(x3) ⋅ ⋅ ⋅'(xn)Q̌(x1, x2)

]
,

onde, em cada parcela, os termos que aparecem calculados em Q̌ não aparecem no
respectivo produto das '. Assim

P̌ (a, ..., a, x, x) =

=
2

n(n− 1)

(
'(a)n−2Q(x) +

(
n(n− 1)

2
− 1

)
'(a)n−3'(x)Q̌(a, x)

)
.

Por hipótese, P é p-dominado. Logo, pela proposição anterior, P̌ (a, ..., a, ⋅, ⋅) é
p-dominado. É fácil ver que '(⋅)Q̌(a, ⋅) também é p-dominado (usando que ' é
absolutamente p-somante e o caso m = 1). Como Pd,p(2X;Y ) é um espaço vetorial,
segue que Q é p-dominado.

Prosseguimos com o mesmo racioćınio para os outros casos.
O próximo resultado responde afirmativamente a Conjectura 2.3.1 para o caso de

escalares reais:
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Teorema 3.3.4 Seja r ≥ 1 e X um espaço de Banach real de dimensão infinita. Se
m ∈ ℕ é tal que

m > r, se m ≥ 4 é par

m > r + 1, se m ≥ 5 é ı́mpar,

então
Pd,r(mX) ∕= P(mX).

Demonstração. Considere m ≥ 4 par e r < m. Se

Pd,r(mX) = Pas( r
m
;r) = P(mX),

então, pelo Teorema 3.3.1, temos que

idX é

(
m r

m

1− r
m

, r

)
− somante.

Como m ≥ 4, segue que

1

r
− 1

m r
m

1− r
m

=
1

r
−

1− r
m

r

=
1− 1 + r

m

r

=
r
m

r
=

1

m
<

1

2
,

e, pelo Teorema 1.4.5, segue que idX não pode ser
(
m r
m

1− r
m

; r
)

-somante. Logo,

Pd,r(mX) ∕= P(mX)

para m ≥ 4 par e r < m.
Agora, suponha que m ≥ 5 é ı́mpar e m > r + 1. Então, m− 1 ≥ 4 e m− 1 é par;

além disso, temos m− 1 > r. Dáı, pelo caso anterior, temos

Pd,r(m−1X) ∕= P(m−1X).

Usando o Lema 3.3.3, conclúımos que

Pd,r(mX) ∕= P(mX).

Observe que o resultado anterior, embora demonstre a conjectura para o caso de
escalares reais, não abrange o caso m = 3. A próxima proposição, além do caso m = 3,
traz alguma informação para o caso m = 2 :
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Proposição 3.3.5 Se cotX > 2, então

Pd,1(mX) ∕= P(mX)

para m = 2, 3.

Demonstração. Considere m = 2 e r = 1. Então

m r
m

1− r
m

= 2

Se
Pd,1(2X) = Pas( 1

m
;1)(

2X) = P(2X),

então, pelo Teorema 3.3.1, segue que idX é (2; 1)−somante, o que é imposśıvel, pois
cotX > 2.

Logo,
Pd,1(2X) ∕= P(2X).

Para o caso m = 3, o Lema 3.3.3 garante que, como

Pd,1(2X) ∕= P(2X),

então
Pd,1(3X) ∕= P(3X).
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séries, Tese de Doutorado, UNICAMP, 2002.

42



[27] D. Pellegrino, Cotype and absolutely summing homogeneous ploynomials in ℒp
space, Studia Mathematica 157 (2003), 121-131.

[28] D. Pellegrino, On scalar-valued nonlinear absolutely summing mappings, Annales
Polonici Mathematici 83.(2004), 364-370.

[29] W. Rudin, Functional Analysis, McGraw-Hill, 1973.

[30] J. Santos, Resultados de coincidência para aplicações absolutamente somantes,
Dissertação de Mestrado, UFPB, 2008.

[31] M. Talagrand, Cotype and (q; 1)-summing norms in Banach spaces, Inventiones
Mathematicae 110 (1992), 545-556.

43


