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APRES ENTACAO

Og dois capitulos, DINAMICA DE UM.L PARTI-
CUL4L ¢ SISTEMAS DE PARTICULAS, agui apresentados cons
tituem a primeira terca parte de um curso de Introdu-
080 & Fisica, orientado na diregdo da Fisica Atdmica.
0 curso completo foi ministrado durante o segundo se-
mestre de 1971 aos aluncs do 12 ano da Escola  Supe-
rior de Agricultura "Iuiz de Queirdz" e aos alunos do
curso Introdugao a Energia Nuclear na Agricultura, do
Centro de Energia Nuclear na Agricultura, ambos de Pi
racicaba, em dezesseis semanas, de quatro horas de au
lag cada.

Durante cada sessdao, foram discutidos va-
rios exercicios e problemas que ndo se encontram no
texto, assim como uma atividade moderada de laboratd-
rio,

Isoladamente, estes dois capitulos, cons-
tituem uma Introdugdo & Mec@nica Relativistica atra-
ves de principios e caminhos originais e inéditos.

0 caminho histdrico & Relatividade a par-
tir de fenomenos dticos foi abandonado porque nele, a
amplidao da Relatividade pode passar desapercebida.

, Nosso primeiro capitulo, propositadamente,
mostra a estruturagao de uma teoria como um entrelaga
mento de idéias e fatos nitidamente independentes. A
ciéncia envolve descobertas, mas invengodes, além
de importantes,sdo necessédrias.

0 segundo capitulo contém o desenvolvimen
to da Dinamica dos Sistemas, Aqui tentei  esclareccr
dois pontos frequentemente obscurecidos: 1) os paré-
metros dinémicos do sistema, tais como massa de repou



80 e 2) a exatiddo da chamada Relatividade Restrita
ou Especial, mesmo em casos onde existe interagao,

Minha tarefa foi facilitada pela partici-
pagao do pessoal do CENA e do Departamento de Fisica
da ESALQ, pois sem esss oportunidade, seria incerta a
realizagdo deste trabalho,

Piracicaba, outubro de 1971

.

NEWTON BERNARDES
Catedrdtico da U.S.DP.
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1.

I - DINAMICA DE UMA PARTI’CULA

VELOCIDADE

Queremos, inicialmente, estudar o movimento
de um OBJETO suficientemente pequeno face 3 precisao dos
nossos instrumentos de medida, de modo que susg posicao insg
tantanea, em relagio a um referencial R, possa ser especi
ficada pelas trés coordenadas de um dnico ponto. Nessas
condigBes de aproximacao o objeto serd denominado PARTICQ
LA PUNTIFORME, ou simplesmente PARTICULA. KNdo & necessd
rio que a particula seja "material™ uno sentido vulgar da
palavra, For exemplo, podemos estudar o movimento da
luz, que poderd tambédm ser considerads como particula se,
num dado instante, a sua presenga se manifestar numa re-
gido suficientemente requena de modo que possamos definir
as coordenadas da sua posicgio sem ambigﬁidade. Se com
nossos aparelhos podemos perceber que um objeto € consti-
tuido de mais de uma particula, denominamos é&sse objeto
de SISTEMA.

Para uma particula puntiforme, podemos defi-
nir sua velocidade instanténea, v R , el relacao a um re-
ferencial R como

=(R) o3 ® - a®
v = 1lim =
At—0 At at
ou, abreviadamente ., 4
ATy

Na discussZo do movimento de uma particula,
além de sua velocidade, estao envolvidos outros conceitos,
Principalmente:; MASSA, MOMENTUM e ENERGIA, que passamos
a discutir.



2. MASSA

0 conceitc de massa sempre esteve presente
nag discussoes do movimento de uma particula. NEWTON, o
grande formulador da dinamica, por volta de 1670, definia
MASSA como "a quantidade de matéria em um corpo",. Embo-
ra seja dificil saber exatamente o que NEWION gueria di-
zer, é certo que para éle a massa de um corpo era uma pro
priedade INTRINSECA, isto é, uma propriedade que ndo de-
pende de NENHUMA relagao do objeto com o resto do UNIVER-
SO. 0 atributo ESSENCIAL da massa & a INERCIA, isto §,
a incapacidade de um objeto mudar sua posicao em relagzo
a um referencial particular, sem a intervencao de outros
objetos. Portanto, para NEWTON, a inércia € algo intrin
seco do objeto. Essa atitude é até hoje adotada pela
maioria dos fisicos, embora seja vdlida uma posigéo criti
ca. Por exemplo, hoje é aceitdvel a conjectura da possi
bilidade da massa ou inércia de um objeto ser, n3o uma
propriedade intrinseca, mas sim uma propriedade global do
objeto face ao Universo.

LAVOISIER, em 1780, realizou experiéncias mog
trando que o péso dos produtos da fermentagio do agucar
era igual ao péso dos ingredientes antes da fermentagho,
concluindo que "em tddas as operagbes da arte e da nature
za nada é criado; uma igual quantidade de matéria existe
tanto antes como depois da experiBncia; a gualidade e g
quantidade dos elementos permanecem exatamente as mesmas
e nada acontece além de mudangas e modificagdes na combi-
nag@io désses elementos".  Assim, as experilncias de LA~
VOISIER constituem a base para um dos axiomas fundamen-
tais de tdda a ciéncia, qual seja o PRINCIPIO DA CONSERVA
CA0 DA MASSA, que pode ser enunciado sob uma das seguin-
tes formas:




"E impossivel alterar por gqualguer proces
80 & MASSA de um sistema isolado".

ou

"Se um rrocesso altera a MASSA de um sis-
tema, entdo podemos coneluir que concomi
tantemente se altera a MASSA de um outro
sistema de forma que a MASSA total do Uni
verso permanece constante",.

De uma forma ou de outra o principio da con
servac@o da massa é um axioma bdsico de +oda a ciéneia,
Vamos denotd-lo por Al e exprimi-lo em simbolos matemsti—
cos por

AM =0 Al

subentendendo um SISTEMA ISOLADO,

Mais recentemente, em 1905, EINSTEIN con-
cluiu que hd ume EQUIVALENCIA entre MASSA e ENERGIA, abrin
do a possibilidade da conversao reciproca entre massa e
energia. De qualquer maneira a Fisica até hoje nio 6 ca
Paz de formular com precisfo o conceito de massa, Que age
sim, permanece vago. No entanto, essa indefinig¢Ro pare-
ce ndo prejudicar o deseavolvimento da Fisica. & até pos

- sivel, que o conceito de massa seja supérfluo, emboradtil,
na Fisica. Essas quest3es serfo novamente discutidas
mais adiante.

3. MOMENTUM OU QUANTIDADE DE MOVIMENTO

DESCARTES, ror volta de 1640, foi o primeiroe
a introduzir o produto uv, da massa pela velocidade, como
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uma medida do"movimento contido num corpo". Para DESCARTES,
a quantidade total de movimento de um corpo era constante,
isto €, da mesma forma como para LAVOISIER & MASSA ou a
"quantidade de matéria" de um corpo nao podia ser‘altera—
da, também o MOMENTUM, mv, ou a "quantidade de wovimento™
de um corpo nzo mudava, permanecendo constante. A ideo~
logia de DESCARTES foi severamente eriticada no sdéeculo
XVII, mas apesar disso NEWPON feg bom uso do conceito de
MOMENTUM e formulou as condigdes em que g "quantidade de
movimento" podia ser for¢ada a variar, e introduziu o con
ceito de FORCA como uma medida da VARIACKO DE  MOMENTUM
ocorrida durante um intervalo unitdrio de tempo,

Embora as palavras momentum e quantidade de
movimento tenham se tornado sindnimos na lingua portugue-
sa, Vvamos preferir o uso do vocgbulo MOMENTUM bara indi-
car o produto mv, e vamos denotd-lo pelas letras p ou P,

A conservagao do MOMENTUM total de um siste-
ma isolado é outro principio bdsico da Fisica, e podemos
enunciar o PRINCIPIO DA CONSERVAGXO DO MOMENTUM sob wuma
das seguintes formas:

"E impossivel alterar por qualquer procesg
S0 o MOMENTUM de um sistema isolado",

ou

"Se um processo altera o MOMENTUM de wum

Sistema entdo podemos concluir que concp
mitantemente se altera a MOMENTUM de um
outro sistema de forma que o MOMENTUNM to
tal do Universo permanece constante".
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Vamos denotar 8sse axioma por A2 e exprimf-

lo em sfmbolos watemdticos por

AT =0 A2

subentendendo um SISTEMA ISOLADO.

F1.

P2,

P3.

P4,

Um objeto livre préximo & superffcie da Terra cai com
uma velocidade crescente, aumentando portanto o sen
MOMENTUM, Qual parte do Universo tem o seu MOMEN-
TUM concomitantemente alterada? Qual foi o Referen
cial adotado ?

Um objeto de massa igual a 1 kg se encontra, inieial
mente, a uma altura de 2 km acima da superficie da
Terra. O momentum total enm relagiao a um bom refe-
rencial &, pois, nulo. Ble cai verticalmente per-
correndo um certo intervalo de tempo a distancia de
1 km. J4 que o momentum total se conserva, podemos
concluir que nesse mesmo intervalo de tempo a Terra
adquiriu uma certa velocidade em sentido contrdrio.
Calcule a distaAncia percorrida pela Terra nesse in-
tervalo de tempo.

Das suas observagBes GALILEU concluiu que todos os
corpos préximos & superficie da Terra caem com a MES
MA aceleragao. Baseado no Principio da Conservagdo
do Momentum prove que essa afirmagao vale sé aproxi-
madamente, e que na verdade os corpos mais pesados
caem com aceleracso maior.

Repita o problema P2 substituindo os valores 1 kg e
2 km pelos valores correspondentes 4 masss e & dig-
té&ncia da Iua 2 Terra.



=5

Dos resultados désses problemas vemos que
certos efeitos s@o muito pequenos para serem observados
normalmente. No caso da queda dos corpos a conservagio
do momentum, i,e. o recuo da Terra, sé poderia ser consta
tada experimentaimente se a magsa do objsto que cai fosse
compardvel & massa da Terra. No entantc, em varias ou-
tras situacdes em que as massas dos objetos em movimento
relativo sa@o, entre si, da mesma ordem de grandeza, pode
mos constatar que o momentum total permanece constante.

ENERGIA

O conjunto das iddias de DESCARTES foi seve-
ramente criticado e combatido no séeulo ZVII, tendo como
principal opositor LEIBNITZ., LEIBNITZ propds em 1686 que
em vez do MOMENIUM, uma medida adequada da "quantidade de
movimento contido em um corpo" era dada pelo produte da
massa pelo gquadrado da velocidade, mv2, que eéle denomina-
ve FORGA VIVA. PBm térmos de hoje o conceito de FORCA VI-

VA corresponde ao ddbro da ENERGIA GINﬁTICA, —%‘— nve, A

énergia de um objeto é um indice da sua capacidade de pro
duzir alteragBes no Universo. A energia CINETICA depen-~
de sbmente do estado de MOVIMENTO do objeto, e nZo da sua
POSIGAO em relagiio ao Universo.

No século XIX o conceito de energia foi es~
tendido para incluir a idéia de que mesmo em repouso um
corpo tem energia LATENTE, ou seja, mesmo em REPOUSO esse
corpo pode produzir alterag®es no Universo. Em geral o
Tepouso € devido a vinculos ou inibigBes que impedem 0 mQ
Vimento em potencial. Eo caso, por exemplo, de um obje
to em repouso préximo & superffcie da Terra suspenso por
um fjo. Removidos os vinculos o corpo entra em movimen-
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to e adquire energia CINETICA, A ésse tipo de energia
latente devido & situagfo do objeto em relagio ao Univer-
so (ou seja, devido & configuragBo do Universo) chama-se
ENERGIA POTENCIAL, Assim estendido, o conceito de ener
glia pagsou a ser tal que o "conteddo de energia de um cor
po" em gualquer instante era repartido em duas rartes:
uma, a ENERGIA CINETICA, devido @o movimento ingtanténeo,
e outra, a ENERGIA POTENCIAL, devido & posigdoc instanti-
hea do corpo em relagdo ao Universo (configuracio ingtan-
tanea do Universo) que podia modificar, isto §, acelerar,
0 movimento do corpo e portanto, transformar—-se em ener-
gia cinética, Enm simbolos matemdticos podemos escrever:

E=U+ T(p)

onde E é a energia total, U a energia potencial e T a
energia cindtica,.

A ENERGIA POTENCIAL é definida de tal forms
que pode haver uma conversao total de energia cinédtica em
energia potencial e vice versa, Portanto, as duas formas
de energia s@o concebidas de tal forme gque a ENERGIA TOTAL
de um corpo, pensada como s SOMA de sua energia cinéti-
Ca com a sua energia potencial, se CONSERVA havendo ape-~
nas transformagao reciproca das duas formas de energia.
Isso significa que a configuracho instantinea do Universo
pode alterar o movimento das suas partes, assim como &sgse
movimento pode alterar a configurac3o do Universo.

EXEMPLO: GALILEU estudando a queda dos corpos sob a aglo
da gravidade concluiu em 1590 que:

1) a velocidade v de um corpo em queda livre no vdcuo a
partir do repouso aumenta proporcionalmente com o tem-
Po, isto &,



a0 passo que

2) o espago h percorrido por esse corpo aumenta com o qua
drado do tempo, isto €,
1

h = — gt°
2
Disso podemos concluir que a ENERGIA CINETICA désse corpo,
T = —%—'MVQ aumenta assim
1 1 1l
—_— v = —— m(gt)2 = — m.gg'!:2
2 2 2

Se queremos descobrir qual deve sera expressao da ENERGIA
POTENCIAL U em termos da POSI(}ZO h do corpo, de tal forma
que a ENERGIA TOTAL E = T + U se mantenha constante, bas-
ta escrever

2.2

T+U=—mg“t" + U(h) = — mgt° + U = const.
2 2

ou seja,
/ Y
L 2.2 Lo
U = const, = — wg-t" = const, - mg k—-——- gt = const. - mgh
2 2 .

Se escolhermos uma certa altura h arbitrariamente como a
posigao em que a energia POTENCIAL do corpo € nula, temos
U = mgh, - mgh = mg(ho- h), e a ENERGIA TOTAL, se escre-
ve pois,

1
E = U(h) + 2(v) = ug(hy - b) + — mv?

2

P5. Estudo do movimento de um péndulo, iceey v = v(0) e
® = 6(t) a partir de E = P + V = const.



5. OUTRAS FORMAS DE ENFTRGIA

Em vdrias situa¢Bes do cotidiano podemos ob
S€rvar gque a soma ci energia cindtica com a energia poten
cial nao permznece constante. Como exemplo bastante sim
Ples podemos considerar o frocesso pelo qual um corpo de
massa m partindo com uma certa velocidade v, deslisa g0-
bre um plano horizontal com atrito, o que produz um de-
créscimo de sua velocidade até que finalmente o objeto
atinge o repouso. Dessa forma, a energia cinética ini

cial —%— mvo2 foi totalmente dissipada, n8o tendo ocorri-

do nenhuma transformacao de energia cinética em energis
potencial, enmbora seja possivel reconhecer facilmente cer
tas ALTERACOES no objeto, como, por exemplo, um aumento de
temperatura.

Um outro exemplo de situagfio em que parece
haver dissipagfo de energia ¢ o seguinte; um gds estd
contido num cilindro hermético provido de um pistao gem
atrito que pode se mover na vertical,

Se o pistao fér suficientemente resado, face & pressao

exercida pelo gds, &le abandonado por si sé, se deslocard
para baixo.  Supondo a existéncia de um impecilho qual-
quer, o pistioc atingird o repouso a uma altura Ah abaixo
1a posicHo inicial. Nesse caso, apesar de n&o haver ocor
rido nenhuma variagio de energia cinética do pistio, hou-

——
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ve uma diminuig@o da sua energia potencial igual a mg A h.
E claro, portanto, que a energia total do pistdo nd3o se
conservou, tendo havido uma dissipagfo de energia poten-
cial igual a mgAh. No entanto, aguil também podemos fi-
cilmente observar que houve aumento de temperatura do gés,
do eilindro e do pistao.

A andlise de situagoes como estas conduziu
a uma AMPLIACAO ou EXTENSAO do conceito de energia, para
incluir o CALOR como uma forma de ENERGTA TﬁRMICA, de mo-
do gue nos nossos exemplos, em vez de dizer que houve um
desaparecimento de uma quantidade de energia igual a

—%— mov2 ou mgih, dirfamos, no primeiro exemplo, que hou

ve uma transformagdo de energia CINETICA em CALOR ou ener
gla TERMICA, e no segundo exemplo uma transformagdo de
energia POTENCIAL em energia TERMICA. As investigacdes de
RUMFORD (1798), MAYER (1842) e JOULE (1842), demonstraram
que a aparente dissipag@o de uma certa quantidade de ener
€la mecanica, isto é, tanto energia cinética como energia
poteneial, de um sistema isolado produzism sempre um mes-
mo acréscimo da ENERGIA TERMICA do sistema medido como um
acréseimo de TEMPERATURA. Embora essa energia térmica
new sempre pudesse vir a ser totalmente convertida de vol
ta em energia cinética ou energla poteuncial do sistema,
& energia anteriormente dissipada %o havia sido perdida,
© permanecia no sistema. Assim, além de energia CINSTI-
¢a € energla POTENCIAL, um sistema tem uma ENRERGIA INTER~
N4, se bem que essa energia interna € na verdade energia
cinética e energia potencial de partes do sistema, partes
egtas (moléculas) queé por serem muito pequenas,as suas con
figuragSes e os seus movimentos nao s8o percebidos pelos
aparelhos ordindrios,

Assim, foi possivel estender o conceito de
couservagio da energia de um sistems isolado, uma vez re-
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conhecido o CALOR como forma de energia, . A andlise de
situagOes andlogas conduziu a reconhecer védrias outras
formas de energia, tais como: LUMINOSA, ELETRICA, MAGNE-
TICA, QUIMICA, etc.

Dessa forma, na segunda metade do séeulo XIX,
um novo principio foi incorporado como principio bdsico de
t8da ciéncia, o FRINCIPIO DA CONSERVAQAC DA ENERGIA, que
pode ser enunciado sob uma das seguintes formas:

"E impossivel alterar por qualquer proceg
so a ENERGIA de um sistema isolado".

on

"Se um processo altera a ENERGIA de umsig
tema, entao podemos concluir que concomi
tantemente se altera a ENERGIA de um ou-
tro sistema de forma que a ENERGTA total
do Universo permanece constante",

Vamos denotar ésse axioma por A3 e exprimi-
lo em simbolos matemdticos por

AE =0 A3

subentendendo um sistema isolado.

Da. mesma forma que os principios da conser~
vagao da massa e da conservagao do momentum, o principio
da conservagao da energia € bdsico para t8da a Fisica.
Se em algum processo observa-se que a energia aparentemen
te nao ge Conserva, somos obrigados a investigar a exis-
téncia de uma nova forma de energia, até entio desconheci
da.  Da mesma forms rara a massa e para o momentum.

-
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PRINCIPIOS DE CONSERVAGAO

A partir do fim do século XIX, t6da a Figi-
ca se apola, pois, nos trés principios bdsicos de conser-
vagaos de massa, de momentum e de energia, que em simbo-
los matemdticos podem ser escritos:

AM = 0 (A1) AP = 0 (A2) AE = 0 (43)

No inicio, &sses trés principios de conser-
vagdo foram baseados em cbservagBes experimentais limita~
das. DPor exemplo, uma variaciio de massa da ordem de uma
parte em um milbh3o teria passado desapercebida nas medi~
das de Lavoisier, dada a precisfo insuficiente de suas ba
langas. No entanto, os Princfpios de Conservacio sBo tio
fundamentais que devemos encard-los nio como uma extrapo-
lagao deuma gérie ampla, porém limitada, de observagBes em
piricas, mas sim como AXIOMAS fundamentais pars toda a Ci8ndcia,

Além d8sses tr8s principios de conservagho a
Pisica adota princf{pios de conservachio adioionais., Por
exemplo, em fendmenos onde se manifesta a carga elétrica
podemos observar, dentro da precisBo dos nossos instrumen
tos de medida de carga, que a carga elétrica total de um
sistema isolado ndo se altera. Extrapolando essa verifi-
cagao empfrica para TODO e QUALQUER processo, adotamos o
Principio da Conservaglo da Carga Elétrica cuio enunciado
€ andlogo a Al, A2 e A3,

“Na aplicagBo de qualquer Principio de Con-
servagao & ESSENCIAL que o sistema esteja ISOLADO, caso
contrdrio podemos ser levados a uma falsa concluszo. Com
© progresso da Ci8ncia os sistemas de nosso interfsse fie
cam cada vez mais delicados e consequentemente sua andli-
8e, cada vez mais complexa.’ (}hﬂ fendmenos que envolvem o
micleo atdmico & comum observar brocessos em gque g massa
aparentemente nao se conserva. Por exemplo, da colisZo
eatre um préton (p) e um neutron (n) pode resultar um deu

teron (D), ou seja, um ndcleo de hidrogénio pesado. Escre
_vendo &sse processo comos: P+n —> D, é§ fdcil  observar
[
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um aparente déficit de massa, jd que os valores bem conheci-
dos das massas dessas trés particulas s3o aproximadamente:

mp==1,672-10‘24 g, m,=1,675.10"2% g , m;=3,343-107%% ¢

Esses mimeros indicam uma APARENTE diminuicho de massa

igual a 0,004-10"24 g. No entanto, uma andlise cuidado-
sa da reagao acima nos mostra que além de deuteron uma ou
tra particula (raio zy) é formada, e que essa particula,
que normalmente escapa do sistema, carrega o déficit de

massa. ~
Un outro exemplo € dado pela DESINTEGRAGAO

BETA exponténea do neutron. Um neutron no VACUO se de-
sintegra (estatisticamente) dentro de 12 minutos, produ-
zindo um préton e um elétron: n —> p+e, Sendo a mas-
sa do elétron igual aproximadamente a 0,001.1072% &, h4
novamente uma apareante diminuig¢fo de masga, da ordem de
0,002.107%% & (= 1,675-1,672-0,001). Aqu{ também uvma
andlise cuidadosa da reagao nos mostra que juntamente com
o préton e o elétron, uma terceira particula (um neutrino)
€ emitida e gue nela reside o d€ficit de massa..

A andlise de processos nucleares como ésses
¢ bastante complexa, devendo, por exemplo, ser levado em
qgnta a velocidade das particulas que participam da rea-
¢80, assim como a relag@o entre massa e energia. Gportu
naweute, 8gses processos nucleares serso discutidos.

Para ressaltar a importéncia dos Principios
de Conservagdo podemos salientar que por volta de 1930,
J4 havia sido observada a aparente diminuicho de massa na
desintegracfo BETA, Uma andlise cuidadosa do processo
ndo revelava a presen¢a de NENHUMA PARTICULA ENTAO CONHE-
CIDA. Em vez de aceitar a VIOLAGAO da Conservacio da Mas
sa, foi preferfvel admitir a exist®ncia de uma IFOVA PARTI
CULA ATE ENTAO DESCONHECIDA, o neutrino. Sdmente 20 anos
depois foi o neutrino observado deuma maneira mais direta..”

[ S
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’. ANALISE CRITICA DOS FRINCIPIOS DE CONSERVAQEO

Apesar de que a MASSA, a ENERGIA e o MOMEN-
TUM de um sistema ISOLADO se conservam, O MESMO nAao acoh-
tece com um sistema ou particula que nZo estejam isolados.
Se uma particula nao estd isolada do resto do Universo, o
seu MOVIMENTO, isto €, a sua velocidade varia, e consequen
temente variam a sua energia cinética e momentum., As ou
tras partes do Universo sofrem uma variagao em sentido con
trério, de tal modo que a MASSA, a ENERGIA e o MOMENTUM de
Universo permanecem constantes.

A variagao da ENERGIA e do MOMENTUM de uma
rarticula ndo isolada é um fato 6bvio da EXFERTENCIA COTI-
DIANA. No entanto, dessa experi&ncia nZo & &bvio se a
MASSA varia ou n8o. Na verdade essa experisncia LIMITA
DA indica que a MASSA n3o0 varia com a mudanga de movimen-
to de um objeto. Essa indica¢Bo LIMITADA é condizente
com a idéia newtonlana de que a MASSA € & quantidade de
MATERTA em um corpe, e como tal, deve permanecer inaltera
da sob tddas as clrcunstancias, Essa coneclusZo precisa
ser analisada mais detidamente por duas razdes: 12) o con
ceito de MASSA como "quantidade de MATERTIA" € vagoe 28) g
experiéncia do cotidiano & LIMITADA, nao excluindo a pos-
9ibilidade de que em certas circunstancias n¥o usuais a
MASSA de um objeto possa variar. Essae quest3o serd anas
lisada mais adiante,

» O TEOREMA DAS FORGAS VIVAS E 0S FUNDAMENTOS LOGICOS

Vemos analisar as variagBes de energia cing
tica e de momentum de uma PARTICULA n3o isoleda, sob um
ponto de vista geral, Nosso objetivo & estabelecer wuma
relagdo entre a variagdo de energia cinética AT de uma
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PARTICULA e a variaggo correspondente do seu momentum &S.
Queremos estabelecer uma relagio entre AT e AT que nio
envolva o0 conceito vago de masgsa. Essa relagfo vird g
ser

AT = FAD

ou seja, "uma PEQUENA variagZo de momentum AP de uma par-
ticula € acompanhada de uma pequena variagao de energia
cinética AT, cujo valor ¢ igual a VAP, onde ¥ & a velg
cidade da particula".

Essa relagio serd chamada de RELAGAO FUNDA-
MENTAT DA DINAMICA, RFD, porgque € uma relagac que vale
independentemente do conceito particular de massa.

Antes de discutir a Relagio Fundamental da
Dinfmica em tdda sua generalidade vamos, por razoes didd-
ticas, DEDUZIR um resultado equivalente, a partir dos con
ceitos limitados de massa, velocidade, momentum e energia
cinética da mecanica newtoniana. O pontc de vista de
Newton pode ser resumido nas trés afirma¢Oes seguintes:

1)} a MASSA de uma particula & por DEFINI
GAO uma CONSTANTE (isto 4, n¥o se al-
tera em nenhuma circunstfncia) porque
expressa algo INTRINSECO da partfcula,
ou seja, a "quantidade de matéria';

2) o MOMENTUM 7" de uma particula de mas-
sa m e velocidade ¥ § por DEFINIQAO
igual g m?;

3) a EFERGIA CINETICA T de uma partfcula
de massa m e velocidade v & por DEFI-

NICEO igual a -%— v,
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Dessas trés verdades axiomdticas, decorrem
relagdes entre m, p e T que por serem decorrBnciag pura-
mente ldgicas s@o necessiriamente vdlidas, sempre que fo-
rem vélidas os trés axiomas, 1), 2) e 3), Se chamarmos
de R uma dessas decorréncias légicas podemos coloecar 08
axiomas 1), 2) e 3) nos vértices de um tridngulo equiléte
ro, e a verdade R no centro do trifingulo:

3)

1) “~ _ N )

rara simbolizar que R &€ uma decorr®ncis légica de 1), 2)
e 3). No entanto, podemos colocar R em um dosg vértices,
por exemplo, no superior, passando o axioma 14 situsdo ra
ra o inferior do trifingulo por exemplo assim:

R 3 3
Z///////:\\\\\\\\ ou ////////:\\\\\\\ ou Z///////i\\\\\\\\
yd
1 2 1 R R 2

>

H

{ para simbolizar, por exemplo, no primeiro esquema que dos
- axlomas 1), 2) e R) decorre como necessidade légica a ver
: dade 3),  Assim vemos que:




A)

B)

guinte:

de 3)

de 1)

de 2)

Portanto,

ou seja,
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Num conjunto de trés axiomas podemos
substituir um deles por um TEOREMA R,
BEM ESCOLHIDO, sem alterar a estrutu
ra da doutrina;

Se mantivermos sdmente 2 dos 3 axio
mas;, € negarmos o terceiro, entdo qua
agora
tri-

se tddas as verdades R serao
inverdades (a nao ger
viais que sé dependem dos dois axio-

mas mantidos).

aquelas

Uma relagéo importante, do tipo R, & a se-

T temos dt

n const. temos dm 0 e portanto,

ndv = d(mV) ;

d ndv

=

P=umv edel) an 0, temos

bodemos concluir que

-ty

mv.dv = V. d(av) = v. d
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Reportando ao esquema do triangulo podemos
portanto simbolizar:

L o
T=—— mv — _—
> aT = 7~ dp

que significa que, em cada um dos esquemas, se ‘tomarmos
como AXTOMAS as afirmacoes situadas nos vértices, a afir-
magio situada no centro do trifingulo serd NECESSARIAMENTE
ume verdade, ou seja, uma decorréncia légida, i.e., um tego

rema.
No caso do primeiro esquema ¢ teoremsa.

dT = ¥, 47 & o chamado TEOREMA DAS FORGAS VIVAS, TRV, que
usualmente é apresentado sob outra forma, a saber:

—

——p
Escrevendo v como —%%— podemos escrever

ax ap
aT = - dp ou entao, AT = X ¢ ——
dt at
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Newton chamava a "variaczo de momentum por.unidade de tem

— 4]
T " -
po *Tin de FORGCA F e assim temos
G
dT = -IT.- ax

e o produto F. dx & chamado o trabalho d5% realizado sb-
bre a particula. Temos portanto,

adT = 4 [

ou seja,

"A variagao da energia cindtica de uma par
ticula € igual ao trabalho realizado sé-
bre ela",

No entanto, a relagioc 4T = V- dp & mais

geral que o enunciado acima do TFV, j4 que ela envolve os
conceitos adicionais de FORGA e TRABATLHO.

« A RELACAO FUNDAVENTAL E OS FUNDAMENTOS LOGICOS

A relagdo, que dagui por diante serd abre-
viada por RFD,

—

dT:?- dp

é tao fundamental como os tréds axiomas newtonianos:

; 1) dm =G0; 2) D =mv e )T = —%— mve. Na verdade, a

g RFD é de um certo ponto de vista até mais fundamental gue

itkuns dos tres axiomas newtonianos, pois, se escrevermos

é 0o caso de um movimento retilineo, AT = vdp,
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go'b. a forma
daT dp

dx dt

vemos que a RFD, significa que "independentemente das

guas definicdes os conceitos de MOMENTUM e ENERGIA CINETI
CA s3o0 COMFLEMENTARES, pois AQUILO que é medido pela va-
riac8o temporal do momentum é também medido pela variag@o
espacial da energia cinética'. Uma relagio desse tipo &
muito mais fundamental, por exemplo, que uma defini¢ao a
priori, axiomdtica e rigida de energia cinética igual a
-%— mvz, que poderia sem nenhum prejuizo real ser substi-
tufda, por exemplo, por v ou —%— ov? ou —%— 't ou por
alguma expressio semelhante, sem contradizer a priori 0
conteddo bdsico do conceito de energia cinética, qual se-
jas Mv =0) =0 e T(-v) = T(v), isto &, a energia ci-
nética de uma particula em repouso € nula, e a energia ci
nética depende sé do médulo da velocidade da particula e

nao da sua direcgto. A razdo para tomar a energia cinéti

ca NEWTONIANA como T = —-]2=---m.v2 pode ser compreendida pelo

22 esquems triangular da pg. 18, ou seja: queremos,
1) que a massa seja invaridvel; 2) que o momentum seja,
P =uv; e 3) que a variacBo temporal de p seja igual &
varlagdo de T, Désses tres requisitos decorre que T de-

ve ger igual g -%— mvz.

No entanto, nao podemos simplesmente tomar
a RFD 4T = ¥'. dp° como axioma em substituicho & definiglo

newtonianag T = -%— mv2 mantendo os outros dois axiomas

g

newtonianos: 1) dm =0 e 2) p = wV, assinm
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aT = v.dp
dm = 0 P = mv
L 2
porque isso acarretaria com o teorema: T = ~—— mv® aggsims
2
dT = v-dp

N
1
D= — my?
2
dm = 0 D = nv

Se quisermos desviar do esquema newtoniano
. devemos, pois, abandonar MAIS UM dos dois axiomas restan-
tes, ou P =um¥ ou m = const. A definicao de momentum
; COWO o produto da massa pela velocidade diflcilmente pode
" ria ser substituida por outra expressZc COR O MESMO COnN-
f tgggo. Jé a conservagio ou invariabilidade da massa ,
~dm = 0, & uma verdade baseada apenas em:
g -
1) CONCEITO VAGO de massa como gquantidade de matéria,
e

{

2) FaTC LIMITADO, da conservagio da massa em reagdes
qQuimicas, queda dos corpos, etc.




00w

E possivel, pois, manter a definicio de mo-
- —" s - . Iy
mentum come p = mv, e abandonar a invariabilidade da mag
sa, estabelecendo o esquenas

/

—

T = mv aT = v.dp

buscando para o vértice superior um terceiro axioma basez
do em:

1) um CONCEITO AMPLC de massa, que nzao eg
teja em contradicao com NENHUM FATO;

ou

2) FATOS GERAIS, mais gerais gque a conser
vacao da massa.

Quanto a FATOS GERAIS, mais gerais que a conservagio da
massa, a experifncia ndo os revela, Devemos, pois, bus-
car uma idéia "a priori" acérca do conceito de massa cuja
generalidade nao possa ser negada por NENHUM FATO experi
mental,

Que essa idéia "a priori"-deve ser uma rela

¢80 entre massa e energia cinética podemos ver do seguin-
te modo;
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Da definicio de momentum, 5*=‘mv, temos

—
P
V= —— (1)
m
que substituida na RFD, 4T = ¥ « dp nos d4

mdT = p . dp
ou, integrando ambos os membros
p2

ndT = ——— (2)
2

Para efetuarmos 2 integragao indicadano pri
meiro membro precisamos estabelecer uma relagao entre mag
ag e energia cinética, Uma vez estabelecida essa rela-
¢ao podemos efetuar a integrag¢ao, obtendo assim da Eq.(2)
a relaggao entre energia cinética e momentum, ou pela Equa
¢ao (1), entre energia cinética e velocidade,

Se escolhermos a massa come uma constante m,
independente da energia, a Eq.(2) depois de efetuada a in
tegragao nos dard o

mT + C = ————
2

onde C é uma constante de integragao, cujo valor ¢ zero,
U 4
J& que a energia cinética deve ser nula para uma particu-

la em repouso, i.e., T(p = 0) = O. Assim, teriamos
2
T = ~5» ou usando a Eq. (1), T = —%— wv?.  Assim, pode

Ros concluir que se escolhemos o conceito de massa como um
atributo intrinseco da particula, invaridvel sob guais—
quer circunsténcias, entfoas equacdes fundamentais p = mv
e dT = 7 . dp implicam que a energia cindtica ¢ igual a

—

2 .
5~ WV", como J4 esperdvamos.,
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EQUIVALENCIA ENTRE MASSA E ENERGIA

Assim, devemos estabelecer um NOVO conceito
de massa, baseado em alguma IDEIA FUNDAMENTAL, que nZo eg
teja, porém, em contradigdo com a experiéncia limitada do
cotidiano. Essa idéia fundamental & a EQUIVALENCIA entre
MASSA e ENERGIA. Eubora essa equivalencia ndo seja de-
corréncia OBVIA de nenhum fato ou de nenhuma idéia mais
gsimples, ela nos conduz a uma viszo do Universo muito mais
simples e muito mais ampla do que a vis&o newtoniana, ba-
seada na constfncia e invariabilidade da massa de uma par
ticula. A eguivaléncia entre massa e energia foi deduzi
da por EINSTEIN em 1905, seguindo outros caminhos. As
suas consequéncias se estendem desde og movimentos intra-
atomicos até & Cosmologia.. A relagBc entre massa e ener
gla é a MAICR DESCOBERTA da Fisica nos dltimos 300 anos.

A equivaléncia entre massa e energia, funde
8ases dois conceitos em um sé, gue podemos chamar de mas—
sa ou de energia. Dado o acumulo Jde conceitos formados
80b a tradigfo da mecfinica de Newbton durante vdérios sécu-
los € mais conveniente manter a ENERGIA como o conceito
FUNDAMENTAL e olhar a MASSA como uma FORMA particular de
energia. No entanto, qualquer forma de energia cinética,
potencial, térmica, etc, pode em principio ser convertida
em massa, isto €, naquilo vulgarmente chamado de matéria,
€ vice-versa. Outroc aspecto da equivaléncia entre massa
© euergia ¢ que qualquer forma de energia deve ter o atri
buto essencial da massa, ou seja, INERCIA. Ainda mais a
equivaléncia entre massa e energia funde os principios da
conservacao da massa e da conservacao da energia em um sé.
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1. AS UNIDADES DE MASSA E DE FNERGIA

Para exprimir a equival®ncia entre massa e
energia temos a dificuldade de que, por razdes histéricas,
essas duas grandezas sao medidas em unidades diferentes,
por exemplo, massa em gramas e energia em ergs. Na ver-
dade, isso representa sé uma inconveni@ncia e nfo uma 4di-
ficuldade. A situacao é andloga & equival@ncia meclnica
do calor descoberta experimentalmente por Mayer e por Jou
le em 1842, Essa equivaléncia entre trabalho mecanico e
calor significa, segundo as investigagGes de Joule, que
quando uma certa quantidade de trabalho & & realizado e
dissipado sdbre um sistema, por exemplo sbbre uma certa
quantidade de dgua, o efeito produzido % sempre igual ao
efeito que seria produzido por uma determinada quantidade
de calor Q, independentemente da forma particular da ener
gia, isto é, se cinética, potencial, elétrica, etc, que
foi dissipada. Isso significa que o efeito de & JOULES
é o mesmo que o efeito de Q CALORIAS. Portanto, podemos
exprimir a equivaléncia entre calor e trabalho pela equa-

cao
B = JQ

onde J é o chamado equivalente mecanico da caloria, e va-
le segundo as investigag®es de Joule, 4,18 joule/caloria.
0 valor numérico resulta igual a 4,18 porque tanto a calo
ria como o joule j4 haviam sido definidos anteriormente
como unidades de grandezas independentes,

Na equivaléncia entre massa e energia a si-
tuagao & a mesma. N80 podemos exprimir essa equivaldn-
¢ia simplesmente pela equagao

m=E

borque tanto a unidade de massa como a unidade de energia
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j4 foram definidas anteriormente como unidades de grande-
zas independentes, Por isso a equivalencia entre massa
e energia deve ser escrita sob a forma

m =3 E

onde dd & uma constante cujo valor numérico depende das
unidades préviamente escolhidas para a massa e parasa ener
glia. Assim como o valor do equivalente mec&nico do ca-
lor é J = 4,18 joule/caloria, o valor de o serd por exem
plo, "tantas gramas por erg", ou "tantos kilogramas por

Joule". _
Tomando o caso de uma partfcula puntiforme,

que é o0 mais simples, escrevemos
.
n=E =l Eo(;s) + T(p)_l (3)

onde separamos a energia total E da particula, em duas

partes: wuma energia cinética T(p) que, subentendido um re
ferencial R, depende do seu emtado de movimento, e uma
energia Eo(x) que depende da configuragfo do Universo, du
ma maneira complicada e em geral conhecida s6 fenomenold-
gicamente, Em vez de chamsr EO de energia potencial, va
mos chamé-la de ENERGIA DE REPOUSO, porque ela € a forma
de energia que atribuimos a uma particula desrrovida de
energia cinética, isto &, de movimento, ou seja, em repou
80, Essa energia de repouso'Eo pode depender de uma ma-~
neira complicada da sua posicio face ao resto do Universo.
E, pode depender mesmo da histéria do Universo, isto ¢,
néo sé da sua posigao instantfinea face ao Universo, mas do
conjunto das suas posiges dentro do Universo, durante
um certo intervalo de tempo. Essa dependéncia complexa
Meswo que n3o seja evidenciada pelos fatos experimentais,
nao deve ser posta de lado por razdes simplistas.
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A Eq. (3) pode ser escrita como

m=m_ + A T(p) (4)

0

onde m, = L Eo(x) é a parte da massa correspondente &

ENERGIA DE REPOUSQ e por isso pode ser chamada de MASSA
IE REPOUSO, A Eq. (4) implica que a massa de uma parti-

cula varia com a sua velocidade. A massa aumenta com a
velocidade se o for positivo e diminui se & fbr negati-

vo. Se X fosse negativo, poderia acontecer que para va
lores bastante grandes de T(p) o t&rmo negativo X T vies
ge a ser maior que o, resultando uma massa total negativa,
Da mesma forma, uma particula que tivesse massa de repou-

80 nula teria sempre uma massa negativa., Por essas ra-
z0es devemos tomar a constante g{ como um niémero positivo.
Bm vez de se exprimir a equivaléncia entre massa e ener-
glia pela equagio m = £ E, costuma-se exprimi-la pela equa
gao

E = m02 (5)

onde 02 = 1/, sendo 1licito escrever 1/of como um qua~-
drado 02, porque ¢ deve ser tomado como positivo. Por-
tanto, escrevemos a Eq. (4) sob a forma

' 1

0@

onde Eo/b2 é a massa de repouso, ou seja, a massa newto-
niana comum, cujo valor para uma dada particula sé se co~
nhece fenomeneldgicamente (isto é, através da experiéneia;
por exemplo, a massa de repouso do elétron & dada pela ex-
peridacia como igual a 9-10™20 g, mas nao temos nenhuma ex
plicag@o para &sse valor), ao passo gque o acréscimo de mas

2 .
sa T/c“ devido ao movimento serd deduzida através da Equa
cdo (2),

m = (Eo + T) (6)
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b, VARTAGAO DA MASSA COM A VELOCIDADE

O axioma newtoniano da invariabilidade d&a
massa, dm = 0, sersd pois, substitufdo pelo axioma einste-
niano da equivaléncia entre massa e energia, E = mcz. Em

'

|
i
}
}

térmos do esquema do trifingulo, vemos que o0 esquema newto
niano dm = O

dT = VOdp

5’= wv T = —%— mv2

\
ou o seu equivalente, como discutido no § 9

gerd substituido pelo esquema einsteniano.

E = m02

a§
it
g
o
=
"
<4
fut
o]
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Uma vez estabelecida a relacio -entre massa
e epergia cinética, dada pela Eq. (6) podemos integrar o
= o_‘o ‘membro da Eq. (2), ou seja L

P
(B, + T)4T = ——

etuando a integracio, nos dé

1 / T2 p2
+ A= — (1)

¥onde A é uma constante de integracao. 0 gignificado da
genergia cinética T é tal que quando p = O, T também €&
igual a zero, isto é, T(p = 0) = O,  Fazendo p=0naEqua
éch (7) podemos concluir que a constante de integragao A
;6 oula, e ficamos portanto com
1 2 p?
ET +
0

- o2 2 2

2

que, multiplicando ambos og membros por 2c¢< nos 44

(12 + 2BT) = pZe?
que, completando-se o quadrado no primeiro membro, nos dd

(T-+EO)2 - Eo2 = p2c2 (8)

Como T + E, 6 a ENERGIA TOTAL E, podemos escrever a Eg.
(8) como

= 8% + p%c? (9)

que exXprime a ENERGIA TOTAL E da particula em t&rmos da
sua ENERGIA DE REPOUSO E, e do seu MOMENTUM p.
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Dividindo ambos os membros da Eq. (9) por

¢t e lembrando que m = E/c° temos

n? = mo2 + p2/02 (10)

que nos d4 a dependéncia da MASSA de ume partfcula com o
seu MOMENTUM. ©Para obter a variagao da MASSA diretamen-
te com a velocidade, procedemos assim:

Dividindo a Eq. (9) por EO2 temos
2 9202

E 2

o o]
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"B = _ (11)

‘m = — (12)

. A Eq. (12) é uma das equagOes mais importan-
{sica do século XX.

niang e massa como uma proprledade intrinseca da par'bicu
_A%n‘ha como consequéncia para a energia cinética a ex=-

= -]-'— mv @ . Por outro lado, do conceito eins-

s R W s

ten Aa.uo" de massa como energia resulta para a energia cing

HE "ﬁ *
tica ﬁma expressao diferente de -%— nrvz, como discu‘bido

no §9. 4 nova expressao da energia cinética pode ser.
; Obt§g9 da Eq. (8)

F

xa.ﬂl’q C

(r +E)% =57+ p (13)
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o - T = \jﬁ 2 + p202‘ - E
r?ﬁ « o o}
:
p2021 ]
= B 1l + —1J
o 2
. E,
) .
) n2ve |
= E 1l + -1
°1 2 2
m,~c
2. 2 '
L
= E 1 + -1
0 : / 2
moz\l- vz) c2
c
A
2 ]
: = E, '\.1+_2 > -1
! c” - v
ou, usando a equagao Eo = mocz, e manipulando dentro de
. radical
T = -02 (14-)

qQue é a expressf@o final da energia cinética em funcao da

velocidade dg particula. Embora bastante mais complica-

1 2

"da do que a expressBo newtoniana T = =5~ mv" a nova for,

‘ma da energia cinética, dada pela Eq. (14) é de mmito mais

utilidade na Fisica e muito mais geral que a expressizo new
toniana. Muitas v8zes & conveniente exprimir a energia
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cinética T em unidades da massa de repouso mocz, isto 6,

T/ﬁocz. Da Eg., (14) temos

- -1
c® - v°
c
ou seja,
(15)
x T - 0 2
P - - moc
- l - 2
A ¢
iq Eq. (12) nos a4
’ m T = mC2 - m 02
i °
quo ££%e a Eq. (15) nos 44

-8 energia total E § a soma da energia de repouso

energia devido ao movimento (CINéTICA) T,

[ Y TR
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Por E&o lado queremos gue as relacdes fundamentais

T = uv (19)

E = me (20)

ﬁ¥a?
cejgggyélidas em qualguer caso (mesmo quando m,=0 = Eo)'
 Das” equagdes (19) e (20) segue
Bl B 3
B @ 7 = c2 - (21)

J Portanto, da Eg. (21) que vale em gualquer
gaso e da Eq. (18) que vale no caso particuler de m, = O,
" temos, substituindo E = pc da Eq. (18) na Eq. (21)

ke w

v(mo =0) =¢ (22)

. ou sejas

"0 significado e o valor da constante "c

€ a velocidade das particulas de massa
de repouso nula",

ou, de outro modo:

"T8da particula de massa de repouso nula
tem velocidade igual a c",

Resta, pois, saber quais s#o as particulas
de massa de repouso nula, medir sua velocidade para se oh
ter o valor da constante c.
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5, A VELOCIDADE DA LUZ

L TR )

-

i

Sem duvida, n&o podemos selecionar as parti
culas de massa de repouso nula por uma medigaoc da massa
de repouso de uma série de particulas. Podemos, no en-
tanto, medindo a energia e ¢ momentum, descobrir quais as
particulas que satisfazem a Eq. (18), ou seja, devemos in
vestigar guais as particulas cuja energia ¢ proporcional
ao seu momentum. Essas particulas ser3o partfculas de
nassa de repouso nula. Entre as poucas particulas de mag
sa de repouso nula, a mais comum é a luz, pois LEBEDEV
(1901) e NICHOLS e HULL (1903), independentemente, medi-
ram a "pressao da radia¢do", isto &, a pressido, ou férga
por unidade de drea, ou transfer@ncia de momentum por umi
dade de tempo e por unidade de drea e concluiram que -egsa
pressfo & proporcional & energia da radiacao (incidente
por unidade de tempo por unidade de drea), e que o coefi-
clente de proporcionalidade € a velocidade da luz (medida
por experiéncias independentes), tudo de acérdo com a Equa

¢8o (18), (Na Eq. (18) "p" & o momentum e n3o pres-
880).

Quando encaramos a luz como uma coleglo de
particulas de massa de repouso nula, com momentum e ener-
8la ligados pela Eq. (18) camos o nome de FOTONS a wuma
dessas particulas. Portanto

R

E = pc (para POTONS) (23)

¢ = velocidade da luz = 3-108 n/seg (24)
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cALCULO APROXTIIADO DA VARTAGAO DA MASSA

Da identifica¢zo dos conceitos de MASSA e
g ENERGIA resultou que a massa de uma particula varia com a
pua velocidade, de acOrdo com a Eq. (12),

m = (12)

a¢ passo que a exigéncia de que as equagdes valham bara
t8das as particulas, qualquer que seja o valorda sua mag-
sa de repouso m, (inclusive m, = O) teve como consequén-
cla que

m, (FOTONS) = O

¢ = velocidade da luz (= 3 x 108 n/seg)

' ' Da Eg. (12) podemos concluir, portanto, que
‘ quando a velocidade de uma partfcula se aproxima da velo—
cidade da luz, a sua MASSA (e portanto a sua ENERGTA) creg
e indefinidamente. Isso nao é evidenciado pela nossa
8xperidncia cotidiana (e nem pelos resultados de vérios sé
oulos de observagio fisica) em que ndo percebemos nenhuma
variacio da massa das particulas. No entanto, nio perce
| bemos €ssas variagOes devido ao fato de gque sendo peque~
naa_(comparadas com a velocidade da luz) as velocidades
?25533 particulas, as variagBes de massa resultantes sio
Pequenas demais para serem percebidas nessas situacBes do
~80%ddiane, ¢ gréfico G.l mostra a massa em unidades de
Be. COMO fungdio da velocidade da particula (em wunidades
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de c) dada pela Eq. (12).

¢.1 ,
30+ "
]
1
e
| 20+ )
m "
, . {]
m, X
10+ ?
o :
44 f
o1 !
0,5 1
v/e

Da Eq. (12) podemos calcular a variagho per
centual (dm/m) de massa em funcio da velocidade. Temos

1 2
dm vav 5~ v
m el _ 2 0 _ 2
ou seja, para V'<<C
1 2
mn{v) - m(Q) N 2 (v - 0) _ 1 v
w(0) 2 _ o2 2 2

Assim podemos organizar uma pequena tabela

Eél que nos mostra a variag¢ao percentual de massa,
n(v) - n(0)

m(0)

y a baixas velocidades,
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7.1

v/c | v dm/m0
0,001 300 km/s 5.107 7
0,01 3.000 km/s 51077
0,1 30.000 km/s 51073
0,2 60,000 km/s 21072
0,3 90.000 km/s 4,5-107°

Por outro lado, a Tabela T.2 nos mostra a
velocidade de alguns movimentos de nosso cotidiano juanta-

mente com as variagbes percentuais de massa corresponden~
tes,

T.2
situag8o \  velocidade dm/m
movimento orbital da
Terra em t8rno do Sol 3-10% xm/n 3,85.10"10
satélite artificial 1-10% xw/h 4,28-10"11
avido supersdnico 2,5-10° ¥m/h 2,68-10712
molécula num gés 1°10% xm/n 4,28.10713

Na Tabela 2 vemos que essas variagodes {(no

- Wéximo de ordem de 4 partes em 101°) passam completamente

desapercebidag frente % sensibilidade dos aparelhos usa-
dos nessas situagoes.

| S
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7. VARIACKO DE MASSA NO DOMINIO ATOMICO

J4 no domfnio dos movimentos intra-atomicos
a situagdo nao é a mesma. A Tabela 3 nos mostra a ordem
de grandeza da velocidade de um elétron profundo mum dto-
mo leve (H) e num 4tomo pesade (Cu) juntamente com as va-
riagdes correspondentes de massa.

7.3
&tomo ordem de grandeza da veloci dm/m
dade de um elétron profundo 0
H 2.10°% cu/s (6,6-1073 ¢) 2.10"°
Cu 6:10° cm/s (0,2 c) 241072

Da T.3 vemos que no interior dos dtomos
(principalmente dos Atomos pesados) um elétron atinge ve~
locidades compariveis com a velocidade da luz, acarretan-
do variacOes de massa significantes, o que altera profun-
damente o comportamento dos elétrons nessas situagBes.

VARIACKO DE MASSA NO DOMINIO DA ELETRONICA

No entanto, nao é sé no interior dos Atomos
Qua os elétrons adquirem altas velocidades. DMesmo subme-
tido & agBo de campos elétricos comuns um elétron sofre
variagao de massa aprecidvel. Calculeuwos essa variacgao.

Quando uma particula de carga elétrica q e
massa m € submetida a uma forga E'(que suporemos constan-
te) a sua velocidade € calculada pela 22 lei de Newton,
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.'!-- wa, da qual resulta, a = F/m e av = &8t = (gF/m)at,
oude E = intensidade do campo elétrico, igual a F/q.
e Multiplicando ambos o0s membros por v, temos

,,dv '(T dv)- (q_E/m) vat. Degprezando g variagso da

, e e com a velocidade temos por integrag2o, v 2 ZqE/m )L

L -t
'onﬂo v 6 a velocidade final no percurso I, tendo a carga
1do do repouso. Conhecendo o valor da razao q/m

(y‘rwa wm elétron essa razio vale 1,76 . 1011 coulom‘n/kg)
ﬁ‘tﬁm calcular a velocidade adquirida pela carga quan-
do loo'.lerada por uma certa diferenga de potenclal V exis-
t.n‘h no percurso L(E = V/L = tantos volts por cm). Subg

titu.{ndo o valor V/L = E, na expressio anterior, temos

=2 qV/m, (25)

lqgj;;"caao a8 variagdao percentual de massa dada pela ex~
sdo dov/m = ve/2c2 fica

am/n = qV/m c? (26)

o kel ‘l-l T.4 nos mostra a velocidade final e a variaggo
&#_ntual da massa de um elétrou quando acelerado por po
Olais comumente encontrado em aparelhos eletrBnicos.

- TE A
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T.4
: dm eV
Apar&lho v v : =

o  m ¢

0

vélvula de rddio | 100 volt | 6+10° m/s 2.1074

1 tubo de televisao ! 10,000 volt | 6107 m/s 21072

oy } .

Da Tabela T.4 vemos que mesmo gquando acele-
rado por potenciais existentes em aparelhos eletrénicos
Joomuns um elétron atinge velocidades compardveis com a ve
"Yocidade da luz, e consequentemente, sofre variasgoes de
massa aprecidveis. Portanté, menos nesses casos devemos
usar as equagOes completas, por exemplo, Egqs. (12) e (15),
sendo incorreto o uso das equaglOes aproximadas.

19, C};LCULO ZXATO DA VELOCIDADE ADQUIRIDA POR UM ELETRON

No cdlculo anterior concluimos que a veloci
dade final v de uma particula de carga elétrica g acelera
da por uma diferenga de potencial V era dada aproximadamen
te por v2 = 2qV/ho. Esse resultado ndo & exato, porgue
tomamos a massa da part{cula como uma constante L inde~

. bendente da sua velocidade. No entanto, o cdleulo exato
dessa velocidade é bastante simples, De fato, pelo prin
efpioc da conservagio da energia, a energia cinética
(P=E - EO) adquirida pela particula ao se deslocar sob
8 agao de uma diferencga de potencial V &€ igual & perda de

' energia poteneial elétrica gV, ou seja, T = qV. B Justa-
mente isso que o resultado acima, Eq. (25),v2= 2 q}.ir/'m0 sig

ﬁé;nifica. De fato, multiplicande por mo/2 concluimos gque
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ﬁu aéja, "Energia cinética (aproximada adquirida, T = per
da de energia potencial, ¢V",

;i; Para calcular o valor gxato da velocidade fi
e 1 2 ~
osl, basta usar, em vez de T = —5— W,V , a expressao exa

g
ts para a energia cinética T(v) dada pela Eq. (15) na igual

me T(V) = qv. Temos

-1

i

qV

1
r——vz_\

:1 _
-5

(
T = m_o? *
{

m 204
o] , .
I 2
- v
¢ lavertendo temos
2 4
'V'2 mo c
PR - _
02 (m 02 + qv)z

*5

m’ ) finalmGHte

| <
A
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2 4
v2 m,“c

=1 - (28)
2 (moc2 + q'\f)2

D:I.vidindo o numerador e o denominador do segundo membro
por B, 2¢% ficamos com uma expressdo mais cédmoda

=1 - (29)

‘que nos dd o valor exato da velocidade final v de uma par
_j ‘ticula de carga q e massa de repouso m, quando acelerado

E ”ﬁor uma diferenga de poten01al V. Bese resultado exato
~ipdeve ser comparado com o resultado aproximado, dado pela
_;Bq. (27)
:‘:'.
o 2 qv
Ve = — (27)
B

| 1_,§§9btido anteriormente, quando desprezamos a variagao da mag

8a com a velocidade,
0 gréfico G.2 nos mostra, para um elétron

+8ubmetido & ag¢Bo de forgas, a sua velocidade final, calcu
,,%_1ada pela equagio aproximada, Eq. (27) e pela equag@o exa
#1_7& (29), em fungBo do potencial acelerador, V.
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G.2
4 +
3+ k“Em (25)
v
c 27T
Eq. (29
1 : 1 : a

V (milhDes de Volt)

0 gréfico G.3 nos mostra os mesmos resulta-
dos, porém, para o quadrado da velocidade, vz/cz.

15 1 ) G’.3

v2 Eq. (25)
o2
5 4
Eq. (29)
I A
| 1 2 3 4

V (milh%es de Volt)

0 gréfico G.4 nos mostra o quadrado da velg

2 ¢ldade adquirida v¢, em unidades de c?, para potenciais

- aceleradores fracos.
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20,()"ELﬁTRON—VOLT" COMO UMA NOVA E CONVENIENTE UNIDADE

DE ENERGIA

Da discussszo precedente notamos que quando
um elétron se desloca sob agBo de uma diferenga de poten-
ciel elétrico V a energis cinética adquirida € igual a
eV, onde e é a carga eiétrica do elétron, Assim, se um
elétron executa um certo movimenio sob agHo de uma dife-
renga de potencial de, po: exemplo, 100 volt a sua veloci
dade final serd dada pela Eq, (29) a partir da gqual pode-
mos calcular (em erg, por exemplo) a sua energia cinética
exata por meio da Eq. (15), Zsse cdlculo nos dard, nas
unidades cscolhidas, um certo valor, digamos, TlOO' - Se
repetirmos o cdlculo para um outro movimento sob a ag8o,
digamos, de 200 V, passando pela complexidades das Equa
¢oes (29) e (15), obteremos outro valor, nas mesmas uni-
dades escolhidas, digamos, TZOO' Independentemente das
unidades escolhidas teremos sempre T2OO = 27 100 *
T3OO :T_OO = 300 1,, ou em geral, Ty = VI, ou seja, a
energia cinética (expressa em qua1quer unidade de energia)

.4 adquirida por um elétron que se move sob a a¢ao de uma di
ferenga de potencial igvel a "V volts" & igual V vezes a
energia cinética adquirida pelo mesmo elétron se ele gse
movesse sob a ag¢ao de uma diferenga de potencial igual a
"L Volt",

Mesmo que o elétron tenha alcangado uma ve-
locidade v sob agdo de fdrgas nAoc elétricas, ou sob agao

de f8rcas elétricas complicadas (campo nBo uniforme) a eg

8a velocidade v corresponderd uma certa energia cinética,
dada pela Eg. (1l5), energia essa gue poderia ter sido ad-
qQuirida por uma acelerag¢ao produzida por um campo elétri-
o correspondente a uma certa diferenga de potencial dgusl
a um certo numero V de volts, Aggim, independentemente
do processo pelo qual o elétron adquira energia cinética
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podemos dizer que essa energia cinéticavale "tantos volts"
ou melhor ainda, "tantos elétron-volts". Mesmo outras
-pormas de energia, que nao sejam energia cinética podem
ger expressas em "elétron volts" (eV). Por exemplo, a
energia de repouso de um eldtron equivale aproximadamente
a 500.000 elétron-volt ou 5'105 eV, o que significa dizer
. gque "a energia de repouso, m ¢, de um elétron, expressa
por exemplo em erg, 4 igual A energia cinética que este
_ielétron, partindo do repouso, teria adquirido se tivesse
‘:aido acelerado por 5i105 volt",

o Além disso, gualguer forma de energia de
© gqualguer particula pode ser expressa em eV, o resultado

‘numérico X sempre significando "a energia cinética que um
s elétron, partindo do repouso, teria adquirido se tivesse
“eido acelerado por X volts".

Para evitar numeros muito grandes, quando
- conveniente, podemos tomar ].O6 eV como unidade de energia,
que gserd denotada por MeV (milhZo de elétrom-volts).

. PROBLEMAS

Calcule em eV as seguintes energias:

1) a energia de repouso de um elétron:

(m e = 9,1-10"28

o gramas )

2) a energia de repouso de um préton:

(mop = 1,67-10'24 g)

3) a energia de repouso de uma particula o :

(m, = 6,8:1072% )



. E = (ll) m
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4) a energia de repouso de um micleo de Urdnio 238:

22

(mOU = 3,94'10- g)

5) a energia de repouso de uma particula de massa de re-
pous2d igual a 1 gramas

(mOl = 1 g)

6) a energia de repouso da Terra:

7) a energia cinética adquirida por um préton acelerado
por uma diferen¢a de potencigl de 200.000 Vi

vi'B) a energia cinética de uma partfcula ol (micleo de Hé-

lio duplamente ionizado) acelerada por uma diferenga
de potencial de 6-10° V.

2. 0 LIMITE CLASSICO

Na discussao anterior fica claro que para
velocidades baixas (v {{c¢) a variagéo da massa de uma par
ticula com a sua velocidade é inapreciivel e que todos os
resultados aproximados da MecBnica Cldssica (decorrentes
dem=m = congtante) estdo contidos nas equagbes exatas
em que se leva em conta a variagéo da magsa com a veloci~
dade, que no fundo significa a equivaléncia entre massa e
energia. De fato, as equagOes exatas s3o:

(12)
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1
T = m_c? (15)
o g ,—-———\
N

.. Expandindo 2 em série de
Ao i &

2

c

% potencias de v2 , usando a expressao binomial
R c

p(p-1) , plp~-1)(p-2) 3

(1+x)P—1+px+ x° + X2+ e
# 21 34
£ 1l
%que, para p= - — nos d4
e N = 2
' 2
(1+x)'1/2=1-—-—x+ %2 & ...
2 2
S A4 5
- # que no caso de x = -v°/c” fica

i ~1/2 1 2 3 vt
- 2 l+ + +--.,

c

#. que substituindo nas Egs. (15), (12) e (11) acima nos d4

5 1 v2 v4
T=me + + ves (30)
2 02 8 o4
1 v2 3 vt )
m=m +-—-2-— mo c2 -+ 3 mo 04 T eea (31
1 v2 3 vk (32)
E=F +=—EF + B 4 e 32
o] o o} c2 8 o] c4
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Como E = m002 podemos escrever, desprezando térmos de or
dem 1gual ou superior a v 2 /0
L 2
T='—"'"'[I|.V + 0w (33)
0
2
m = mg (34)
E=mc® + —E— o v° + —me® 4+ T (35)
- o 2 O L - 0

- &ue s80 justamente os valores clédssicos da massa edaener
gia cinética, A Eq. (35) expressa a energia total como
a energia cinética clédssica (l/’.?)mov2 mais a energia de
* repouso moc2 porém &sse térmo adicional moc2 nao afeta os
cdloulos cldssicos, por ser apenas uma counstante (embora

* muito grande).

TEORTIA DA RELATIVIDADE E MECANICA CLASSICA

0 conjunto das idéias e as equagOes resul-
tantes (por exemplo, Egs. (9), (10), (11), (12), (1%5),
ete, do axioma da equivaléncia entre massa e energia
(Eq. 15) se chama, por razdes histéricas, TEORIA DA RELA-

Lfi. TIVIDADE e foram obtidos pela primeira vez por um caminho
.. sigtemdtico por EINSTEIN em 1905. Por outro lado, 0 con

‘ juanto das idéias e equagoes resultantes do axioma da inva

rigbilidade de massa (m = m,  ou dm = 0) se chama MECANI
CA CLASSICA, e foram sistematizados por NEWION em 1687.
Os resultados da Mecinica Cldssica estao contidos na Teo-
ria da Relatividade e a partir dela podem ser obtidos to-
mando o limite v —3 O (v{<c) e desprezando a energia

de repouso, mocz, por ser um t8rmo constante e invaridvel.
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iﬂINGIPIO DE RELATIVIDADE

Fa formilagao dos conceitos e das leis da
]!gica devenos levar en conta a necessidade de que as leis
b‘gicas da Fisica nao se apliquem gomente a certos referen

elais especiais:

A

-

Se uma Geterminada lei da Fisica vale num

referencial R essa mesma lei deve valer
em qualquer referencial R' que se mova €m

relagéo a R com uma velocidade constante

uR' (medida por R).

Por exemplo: 1) se a energia de um sistema
‘gedida com relagio a um referencial R, durante um determi
‘nado processo se conserva, entao &sge mesmo processo vis-
to por um observador situado num referencial R' que se mg
ve com velocidade v%,, deve ser descrito em R' de tal for
‘ma que a energia medida com relagio a R' se conserve, Unma
‘maneira diferente de encarar o PRINCIPIC DE RELATIVIDADE,

é supor cue mantendo fixo o observador em R e transferin-

do-se o equipamento com o gqual se regliza o processgo para
wm outro referencial R' que se move em relagdo a R com ve
locidade u%, ent®o no mesmo processo em R' a energia tam-
bém se conserva. Os dois modos de encarar o PRINCIPIO
DE RELATIVIDADE s3o equivalentes, pois o importante ndo é
nenhum movimento absoluto, porém, o movimento relativo en
tre observador e eguipamento.

Como outro exemplo, podemos dizer que sé a
magsa m de um objeto para um observador R varia como

1

onde v & a velocidade do objeto em relacao
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" ao obgervador, entio para um observador R' que se desloca
o ________—-——u——
< el relacBo ao 12 observador R com uma velocidade u, e por

=4 tanto em relac¢do ao qual (R') o objeto se desloca com uma

. yelocidade +v' # v, a massa 4o objeto deve variar como
1

.\J; - 3
ol
_que se desloca junto como objeto (e em relagaoaoc qual (R®)

o objeto estd portanto em repouso), amassa do objeto (agg

ra em repouso) nac varia, isto é, varia com ﬂ\[_i, .
1

. Em particular, para um observador R°

\

-0

A afirmacio acima sublinhada é denominada PRINCTPIO DE
~ RELATIVIDADE RESTRITA (restrito a movimentos relativos uni
" formes). Na verdade &sse principio pode ser estendido ou
¥ generalizado de tal forma que as leis da Fisica sejam as
mesmas para quaisquer dois observadores em movimento relg

tivo, mesmo em movimento nao uaniforme. No entanto, a g€
- neralizago do Principio de Relatividade Restrita envolve

¥ métodos matemdticos fora do nosso alcance.

MUDANGCA DE REFERENCIAL - TRANSFORMAGAO DE LORENTZ

J4 que energia, momentum, massa, velocidade,
etc, s@o os nossos conceitos fundamentais, precisamos ter
respostas para perguntas do seguinte tipo:

"Se a energia de um objeto é E em relaczo a
um determinado observador (isto é, em relagzo a um refe
rencial R) qual serd a energia E' d&sse mesmo objeto em
relacdo s um outro observador que semove uniformemente em
relagio ao primeiro com velocidade u? (isto é, em relagao
a um referencial R' que se move com velocidade u = ug, em
relagao a R)",
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_ Devemos sgsaber a resposta a esta pergunta pa
ra: energia, momentum, massa, velocidade e gualguer ou-
tro conceito que venhamos a introduzir e utilizar. Para
;ag massa j4 temos uma resposta parcial, pois sabemos que
. ge a massa de um objeto num referencial R° em que ela es-
'?rté em repouso é L entdo em relagio a um referencial R
" que se move em relagio a R® com velocidade v (e que por-
_ tanto em relacBo ao qual o objeto se move com uma veloci-

- j -
. dade =v) amassa do mesmo objeto sers m, Vl—% , Bg.(12).
¢

Embora 8sse problema possa ser tratado em
' t8da suva generalidade, vamos introduzir na nossa discus-
§ 's@o, duas restrigdes:

12) A particula em questac se desloca ao longo de
uma reta. Esga reta gserd tomada como o eixo X do refe~
rencial Rj; .

28) A velocidade u(?) do referencial R' em relagzo
- a R é dirigida segundoo eixo X, 0 eixo X' de R' serd to-
. mado também na diregao X.

Dessa forma, podemos omitir da discusszo
as compounentes da velocidade e do momentum segundo os ei~-
x0s Y e 2, o que simplifica a discusszo, embora introduza
uma pequena limitacdo nos resultados. No que se segue,
devemos portanto entender as palavras velocidade e momen-
tum como componentes X,

Usando um superscrito R, R'; etc, para indi
car o referencial em relac@o ao qual a grandeza é medida,
e abreviando E(R') por.Ef, E R por E, u%,==uR. = u, ete,
podemos escrever para as Térmulas que nos dao as transfor
ma¢des das grandezas ENERGIA E e MOMENTUM p conhecidos em

'R, para um outro referencial R' que se move com uma velo-
cidade ug, = u em relagao a R:
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p' = ap + bBE (TL1)

E' = AE + Bp (TL2)

%ﬁﬁée TL1l, por exemplo, é uma abreviacao de

(m") (B) , o(u)p®)

T = a(u)p

L Em TL1 e TL2 a, b, A, B 880 constantes,
i1sto 6, embora dependam da velocidade relativa w  dos

gsdois referenciais, elas n3o dependem da velocidade v do
obaeto, isto &, nao dependem nem de p nem de E, As trang
#—-'

formagoes contidas em TLl e TIL2 sao portanto linea-

-4res (isto &, se por exemplo p e E dobram, E' e p' fi-
,gcam também dobrados)

& Podemos usar vérios argumentos para deduzir
08 valores da constante a, b, A e B en térmos de u. Va-
-mog fazé-lo utilizando:

12) O Principio da Relatividade Restrita;

ey

2¢) O Principio da Equivaldacia entre massa e ener-
gia, Eq. (5), E = mel; e

32) 0 resultado j4 obtido da RFD, isto é, Eq. (11)

E(v) =

Pars isso consideraremos, um de cada Vez,
dois objetos animados de movimentos particularmente gim-
ples e deduziremos © valor de a, b, A e B, Como os valo-
res de a, b, A e B n3o dependem da velocidade v do objeto,
mas sé da velocidade u relativa dos referenciais entre si,
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‘valores assim determinados valem para qualquer objeto
p qualquer velocidade v (em relago a R, e v' em relagio
1), isto é, para quaisquer valores de p € de E, com as
g restrigdes, apenas, introduzidas & pg. 54.

1) Consideremos inicialmente o caso particular de uma
'r’u‘tfcula em repouso em relacao a R. Temos portanto:

p=20 e E=E =mc

em relagao ao referencial R' essa partfcula tem uma ve

P 1 ~
;docidade VE = —vg, = =u € seu momentum e energia serao:
3 m.u
P' = p{-u) = n(-u)(-u) = -m(u)u = -
1 e
-T2
c
Eo moc2
E' = BE(~u) = =
- = 1 "y
2 Y-
c c

%bstituindo 8sses valores de p, P'y E ¢ E' nos TL1L e
12 temos:
“i;e‘ _mou

_ - 2
TL1: —a-O+on-hmoc
U_2
1--=
c
portanto,
: 2
-u/c
b = (36)
2
\/ R
=



TLe: = am c? 4+ 0

g portanto,

A= (37)
o

_ 1L

ol

2) Para determinar a e B consideremos outro ecaso par
o t:l.cular de particula ainda em repouso, agora em relacao
ga R'. Temos portanto,

p' =0 EV - m002

“(B' = m_c® porque pelo PRINCTPIO DE RELATIVIDATE, a massa
.. de repouso de um objeto nic depende do estado de movimen-
.%o do observador, isto &, se a massadeuma particula em re
'ﬂ*‘pouso em relagdo a R é m, 2 massa dessa mesma particula
quando em repouso em relacao ao outro referencial R*' terd
"0 mesmo valor m,. O valor damassa deum objeto sé depende
~ do movimento relativo entre o observador e o objeto). Em
‘ relagao ao referencial R, ésse objeto agore se move com ve-
~locidade vg, =u e portanto

\ 'ﬂlo'U.
'""" p = Ml =
s
|= " 2
2
m.c
o
i E = mc2 =
2
. 1 - 4
¥ 02



:‘“‘5 portanto,

2

(38)



fat )
!
1

,&bnde concluimos gque

: =~

¥ B = — (39)
o ™

i’ \ 1 - u2

'35 " c

foterminados assim os valores de a, b, A e B pelas Equa-

goee (36) a (39), temos para as Equagles de transformacio,

il € TL2
L1 p' =
T2 E' = §(E - up)
1
2
1 - =%
C

& ¢ como unidade de velocidade, ou seja, ¢ = 1, passan-

"1/0 a ser escrito como u. T8das as equagdes ficam mui

S simples. As TL1 e TL2, por exemplo, passariam a
.. 88critas; '

TL1 p'

H

5 (p - uE)

TL2 Et = X (B - up)



=H0=

1
2? ] \’1 -~ ul

tre massa € energia,

¢ outro lado & equivaléncia en Bqua~
o (5), seria escrita
E=mn

tw:

5, COMPOSICRO DAS VELOCTDADES
se a velocidade de uma particul
§a um referencial R vale V. 1 serd a sua velocida-
que se move em

1 ~
% de ¢ = v' em relagao aumr
o R com uma velocidade Vpi < u? A reg

a em relagao

eferencial RY,

_ ‘relagao ao primeir
osta dessa pergunta vem de

'j?ﬂﬁ: u
® T P'=b“u’i’-:z“>

L2 E' = X‘u(E - up)

vt = c2p'/E' e dividindo TL1i por 112

_ Usando a Eq. (21),

4 tomos ”
: o P - (n/c)E
‘,_ vt = ¢C
- E - up

- gundo membro por E

Dividindo © denominador e numerador do se

temos, face & Ed. (21)

5 w;r/c2 - u/c:2
vt = ¢

1 - u.v/c2

e portanto
R
(40)
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4-,
= Diz-se que as grandezas F e G se transfor-
mgm covarlantemente ou sho covariantescomp e E se essas
grandezas F e G se transformem segundo TL1l e TL2, isto &,

(e

Gt = zf(G - uF) —— gemelhante a E!

semelhante a p'

' que significa que os valores de F e G dependem do estado
de movimento ou do estado do movimento do observador, ou
melhor ainda, do estado de movimento em relagao ao obser-
vador. No entanto, existem combinagdes de F e G (e de

F' e G') cujo valor nzo dependem do obgervador. Esgas
combinagdes sio denominadas INVARIANTES, isto é, o valor

de cada uma dessas combinagBes € o mesmo para todos os op

servadores, isto &, nao depende do estado de movimento da
particula em relagao ac observador. Por exemplo,

e ' c 4

@12 = EYE (G2 + ulF2 - 2uFG)

2
2:5‘2 2oy — g2 . e FG>

o2

e portanto

2

u

. a2

o) oo
G -CF 1-—2-
c

1-%L\

2

G

G- -~ ¢°F

[
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Portanto,

612 - ¢%F12 = 2 - c2p2 - INVARIANTE (41)
Em particular,

E'? - ¢%p12 - B2 _ 252 o INVARIANTE

0 valor désse invariante jé conhecemos, e pode ser obtido
da BEq. (9), E2=E 2+p2c2, que nos d4 E2 - 2p2 E, 2 ou
seja, o valor do INVARIANTE particular Ez-pec é o qua-
drado da energia de repouso, que j4 sabemos ser um INVA-
RIANTE, pois, pela equivalfncia entre massa e energia, a
energia de repouso ¢ simplesmente a massa de repouso,

Existem, no entanto, outros invariantes me-
nos 6bvios que a massa de repouso. Os invariantes num
dado movimento ("movimento n8o no sentido restrito de deg
locamento no espaco, mas no sentido geral de ‘'processol,
"acontecimento", "reagao", “transformagao" e mesmo um "sim
ples deslocamento") sao de grande importincia nas formula
¢Oes das leis da Fisica, Certamente nem t8das as leis da
Fisica envolvem sdmente invariantes. Além de alguns
elementos invariantes (massa de repouso, velocidade da
luz, carga dos elétrons, etc), uma lei da Pisica em geral
envolve elementos nao invariantes (massa, energia, momen-
tum, velocidade, ete). No entanto, devemos preferir for
mulagdes das leis da Fisica que envolvam o malor mimero
possivel de elementos invariantes e o menor ndmero possi-
vel de elementos nao invariantes. Dafi a wutilidade dos
invariantes e o nosso inter&sse em descobri-los, A dig
cussao seguinte nos conduzird & descoberta de mais um in-
variante de grande importancia
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- go INVARIANTE FUNDAMERTAT

%z 0 conceito de momentum € definido como pro-

“guto da massa pela velocicade Essa definigao envolve
trés conceitos n3o invariactes (como Jjé4 vimos), 1) massa,

.f2) velocidade e 3) romentum. En relagao a referenciais

‘R e R' diferentes, cada uma dessas trés grandezas terd va
,élores diferentes. Usando &sses trds elementos nao inva-
F¥piantes, queremos descobrir combinagOes invariantes. Quan
-gio a0 momentum nao hi p0531b111dade de torna—lo invarian-
“'¢e (o0 invariante, j4 vimos, & B - ) No entanto,

%podemos procurar uma nova deflnlgao de wmomentum gue, em
‘vez de envolver dois elementos n2o invariantes, m e v, en
%yolva mais um invariante no lugar de m ou de v. (Obvia~
_?mente geria infrutifero buscar doig invariantes para subg
;?fitulr mev), A solucao é fdcil porque a presenga de m
iﬁua definigao de p = mv, sugere a introdugao de L isto 6,
. em vez de definir p=mv podeumos definir p = m vx, onde v*

'obv1amente ndo € mais a velocidade comum, gt ,da particu

<(R)

‘*fnla,mmrelagao aum referencial R"_—TTU—' obtida da manel

ﬁﬁia comum pelo quociente do deslocamento dx(R) medido )em
R

%§relag§o ao referencial R, pelo intervalo de tempo 4t me

iﬂido também por reldgios fixos no referencial R.

- E— 2)

s (R) _ (R) _ax'

Na definigao wususl p =nm '
4t )

sdmente attR) poderia ser (mas nao &) um invariante, jé

jqne dbviamente, p, m e dx depe?d?m do r?f?ren01a1 Se es

i R R

:eolhermos uma nova definicao p = m,v ¥ ou ESCOLHEMOS

#®&™ invariante ou ESCOLHEMOS dt® invariante.

PRIMEIRA ALTERNATIVA: Se mantivéssemos dt dependendo do
Teferencial e escolh®ssemos dx® como invariante, ficaria-




64—

pos na seguinte situagBo (escrevendo provisdriamente dx
“po lugar de ax® para salientar o seu cardter de invarian-
te, e dt no lugar de at¥*).

dx
o
o(R) - g

0
at(B)
onde:

1) p(R), o momentum, depende do referencial, de acdrdo
com TL1;

2) m,, a massa de repouso, ¢ um INVARIANTE;

3) dx _, um deslocamento INVARIANTE no espago absolu-
to que por ESCOLHA NOSSA nao depende do referen-
cial, e

4) dt(R), o tempo gasto em percorrer dx_, que depen-
de do referencial (senZo nada no segundo depende-
ria do referencial, o que acarretaria ser o pri-
meiro térmo tambémum invariante, o que nao €).

SEGUNDA ALTERNATIVA: Podemos manter o deslocamentc dx de
pendendo do referencial e ao mesmo tempo escolher at* co-
mo invariante, e nesse caso esSCrevermos dto em vez de dt™
e dx em vez de dx*, ficaremos com

ax(R)

onde,
A
1) p(R), o momentum,depende do referencial, de acor-
do com TLl;

2) m,, a massa de repouso, é um INVARIANTE ;

3) dx(R), o deslocamento medido em relagao ao refe-
rencial R e que portanto dbviamente nao € inva-
riante.
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4) dt, , um intervalo de tempo, por ESCOLHA, INVARIAN

TE, gasto em percorrer dx.

A segunda alternativa é apreferida, porque

a primeira gera uma gérie de inconveninecias que nao sao

compensadas pela introdugdo do novo invariante dx .

Se escolhermos a segunda alternativa, intrg
duzindo portanto um intervalo de tempo dto_invariante Tre
gsulta para &sse invariante dt  os seguintes significado e

valor. > (R)
e
(R | (B ax

=m

as(®)

'a definigBo comum de momentum (gque gerd escrita sdmente
de ume outra forma, sem contudo alterar o valor do momen-
: R _ .

tum p( ) e da nova forma de escrever a mesma colsa,

(R) ax (R
b = o )
dto
podemog concluir gue
(R) dx(R) dx(R)
m =m,
at(R) SE
‘ou seja, que m
dto = dt(R) s
(R)

Como j4 vimos a massa m(R) de uvma particula

de massa de repouso m_ e que se desloca em relagio a um

O

: 2
- referencial R comuma velocidadé v vale m(R) =mo/\/ - V2 ‘
) °




portanto temos

p
at, = at'® \/1 L @72 | (42)

|

0 significado de &t pode ser compreendido

elevando a expressao acima ao quadrado:

(R)?
2 v 2
a2 = at®)" o —— at(®)
.2
Lembrando~se que dx(R) = v(R)dt(R) temos
> 1 2 |
as ? = a(®)° ax ) (43)
.2

ou seja,

"Quando uma particula qualquer se move
arbitrariamente percorrendo num inter
valo de tempo dt um espago dx, 0 Va-
lor de dt° - dx2/02 (ou de ax? - c2dt2)
& um INVARIANTE, isto é, nao depende
do referencial". Esse invariante dt02
se chama o INVARIANTE FUNDAMENTAT.

P
29, ¢ THEMPO FROPRIO

Para compreender o significado de dto basta
nos colocarnos num referencial (0) relagaodo qual a par-
ticula se encountra em repouso (isto &, dx ) _ o), A
Eq. (43) nesse caso nos d4

- a(0)
dt, = at

ou seja,
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oM EXEMPLO DE DILATAGAQ DO TEMPO

——

Um exemplo de desintegra¢ao em vdo que de-
monstra claramente a dilatagao do tempo é o seguinte,

Vérias experincias realizadas no laboraté-
rio mostram gue mésons p.produzidos no laboratdérioc a bai-
xa velocidade (desprezivel) se desintegram (estatlstica-
mente) depois de aproximadamente 2.10~0 seg, & chamada
meia vida. Isso significa que dado um certo nvmero N de
mésons, depois de 20].0"'6 seg sé teremos N/2 mésons, tendo
os outros N/2 se desintegrado.

Ora, nos chamados raios césmicos, observa-

wos na superficie da Terra, mésons’p provenientes de cima
com velocidades priticamente iguais & da luz, e que neces
sdriamente foram produzidos na atmosfera e, portanto, no
péximo a uma alturs de uns 100 km pela colisao de um raio
césmico com um 4dtomo de gds da atmosfera, Sondagens com
baldes mostram que acima dessa altitude, onde priticamen-
te nao existe atmosfera, nZo se observam mésons P Ain-
da mais, essas sondagens nos mostram que dos mésons produ
zidog, aproximadamente 10% atinge a superficie da Terra
antes de se desintegrar.

' Ora, para percorrer 100 km se deslocando com
a velocidade da luz, 8sses mésons levam para chegar & su-
perficic da Terra 100/300.000 = 3 - 10™% seg, ou seja,um
tempo aproximadamente igual a 150 meia-vidas. Negse tem

PO, grande parte dos N mésons originalmente produzidos na

atmosfera teria se desintegrado antes de alcangar a super
ficie da Terra. Calculemos quc fragao de N teria sobre-
Vivido e conseguido chegar aqui. Depois de uma meia-vi-
da teriamos N/2 sobreviventes. Depois de duas meia-vi-

“ides N/4, Depois de trés N/8. Enfim, depois de n meia-
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N
sobreviventes. Portanto, depois

Yyidas teriamos
2!1
-150

ne

ge N = 150 meia-vidas terfiamos (2 ].0'45)10"45 N mé-

gons gobreviventes que atingiriam a superficie da Terra
go nivel do mar. No entanto, constatamos que a fragao sg
previvente que atinge de fato a superficie da Terrd ¢é mui
40 maior, da ordem de 10%, ou seja, 1071 w. Concluimos,
pois, que em relagdo a um referencial ligado 4 Terra (com
relagﬁo ao gqual os mésons sao contados) em vez de haver
decorrido um tempo de cérca de 150 meia-vidas ( isto ¢,
3-10_4 seg) durante o percurso dos mésous através da at-
mosfera, decorreu um intervalo de tempo sdmente da ordem
de 3 meia-vidas (isto é, 6-10"6 seg) . A dilatagzo do tem
po é pois da ordem de um fator 50. Perguntamos, pois:
"Qual & a velocidade dos mésons para produzir uma dilata-~
¢Bo de tempo igual a 50"? Pela Eq. (44) temos

dt 1

at, 2
1-—=
c

que elevada ao quadrado e invertida nos dé:

1 - v2/c® = 1/2.500 = 4-10"% , ou seja, v2/c? =1 - 4+107

4

v/e = 1 - 2-10'4, isto &, v/c = 0.9998, o que significa
que a velocidade dos mesmos € praticamente igual & da
luz.
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) ENERGIA E O TEMPO PROPRIO
p—

s
_ Com a introducio do invariante fundamental,
e do tempo préprio podemos esCrever também a energia
y =-m02 em térmos do tempo proprio. Basta escrever

2
m_c” at 1
E = e lembrar que = '

\ at
, v2 0 \ v2
1 - -5 1 - 5
c : c

que ficamos com a expressao

que é bastante parecida com a nova expressao do momentum

Vamos redescobrir um resultado j4 obtido,
elevando a0 quadrado as duas exPress3es acima e manipulan

do, Temos
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pelo valor do tempo préprio dt02 dado pela Eq. (43) ou pe
10 valor do invariante fundamental concluimos que a fra-
q"éo do segundo membro é igual & unidade e que portanto

verificando assim, aguilo que j4 sabiamos.
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TT - SISTEMAS DE PARTTCULAS

T

32.A.ESTRUTURA DOS STISTEMAS

o Tedo corpo, exceto ag particulas elementa-
_ﬁres, é composto de um maior ou menor numero de partes, ou
gﬂpartlculas. Por exemplo: uma porgao de gds hidrogénio

iob a forma isotépica de deutério ¢é composto de um grande
nero de moléculas (diatdmicas) de hidrogénio (deutério).
.Cada uma dessas moldculas é por sua vez composta de dois
tomos de hidrogénio (deutério). Cada dtomo de hidrogé-
io (deutério) é composto de um nilcleo (com uma carga elé
ica unitdria positiva) e de um elétron (com carga elé-

ica unitédria negativa). 0 elétron sendo uma particula
)lementar nfo tem partes, ao passo que o micleo de deuté-
1o & composto de um préton e de wum neutron. Da mesma
forma que o elétron, também o préton e o neutron Sa0 par-
Flculas elementares ¢ assim scndo nao t8&m partes. Dessa

o -

ﬂ:rma, se a por¢ao de hidrogénio contém N moléculas, podg
": corncluir que ela é coustituidade 2 N prétons, 2 N neu
ﬂgﬁons e 2 N elétrons. A afirmag¢iao inversa, porém, nem
"mere é verdadeira, isto é, 2 N prétons, 2 N neutrons e
;N elétrons nem sempre formam uma porcgao de hidrogénio
7 pesado (deutério). ) possivel que arranjados sob forma
vversa 8sses mesmos dtomos venham a constituir um outro
{?PO (Substanc1a) con propriedades macroscépicas totalmen
P diferentes, Por exemplo, ésses mesmos 2 N prétons,
ES neutrons e 2 N elétrons podem ser encontrados agrupa-
P8 em N dtomos (n@o em 2 N) cada um contendo, portanto,
‘nﬁcleo com 2 prdtons e 2 neutrons e dois elétrons fora
i micleo de cada adtomo, que, portanto, wviria a ser um
omo de hélio. Essa colecio de particulas elementares

- ~ » ~ -
;es constituindo uma porgao de hidrogenic pesado, cons-
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tituiria agora uma porgao de gés hélio (isdtopo 4). ﬁ,
portanto, v4lida a cogitacao de um processo gque ‘transfor
me hélio (isétopo 4) em deusério (isdtopo 2do hidrogénio).

Também podemcs considerar corpos macroscdpi
cos compostos de partes também macroscédpicas, sem penetrar
no detalhe da constituigao dessas partes, que portanto sg
riam as "partes clemeuntares" do corpo em questao. Por
exemplo, uma por¢ao de um certo tipo de lama pode ser cons
titufda de uma determinada quantidade de dgua e de uma de
terminada quantidade de um certo tipo de argila.

Como outro exemplo podemos considerar que
um certo péndulo (sistema) é composto, por exemplo de 2
partes: um determinado fio de ago e uma determinada esfe
ra de chumbo., No entanto ésse mesmo ago e chumbo, agru-
pados de outra forma poderiam vir a constituir um outro
corpo (sistema), por exemplo, uma ddzia de anzdis e chum-
badas para pescar.

No momento egtamos interessados em discutir
os movimentos (e portanto tddas as propriedades) de um cor
po, a partir dos movimentos de suas partes. Os exemplos
acima mostram que para especificar o sistema precisamos eg
pecificar as suas partes componentes juntamente com cer-
tos detalhes acérca da maneira como essas partes estao

agrupadas.
Para certos fins, podem ser supérfluos cer-

tos detalhes da composigBo das partes de um sistema, que
poderia, entao, ser especificado por um pequeno numero de
partes. No caso do p&ndulo, se estamos interessados sd-
mente nas suas oscilacdes no vdcuo sob a ag@o da gravida-
de basta especificar o comprimento do fio (se inextensi-
vel), sendo desnccessdrio especificar gqualquer detalhe
aclrca da esfera de chumbo, até mesmo se ela é de chumbo
ou nSo. E bem verdade que, olhado de uma maneira mais
fundamental, para estudarmos as oscilagoes de um péndulo
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gimples precisariamos conhecer o sistema com mais detalhe,
jncluindo, por exemplo, como parte do sistema o planeta
que produz a gravitacao.

A seguir estudamos as propriedades fundamen
tais de um sistema de particulas (ou partes) a partir das
propriedades dessas partes. Tnicialmente € necessdrio
definir os atributos do sistema, para eliminar ambiguida-
des ou incertezas nos conceltos. Por exemplo, nao pode-
mos falar com seguranga que a velocidade de um certo tijo
lo & tantos metros por segundo, porquc partcs difercntes
do tijolo podem ter velocidades difcrentes (por excmplo,
porque 8le cstd girando). Colocaremos algumas definigGes
dos conceitos fundamentais (energia, momentum, massa, mag
sa de repouso, centro de mowentum) e a partir delas pode-
remos tirar algumas conclusdes baseadas nas propriedades
das partes elementares do sistema, cujas propriedades de-
vem jad ser conhecidas.

Até aqui estudamos sdmeunte as propriedades
de corpos puntiformes, gue chamamos de particulas. Essa
restricio foi necessdria porgue do infcio, e repetidamen-
te, usamos o conceito de velocidade gue s6 é tem definido
para um corpo de tamanho desprezivel face & rrecisao dos
instrumentos de medida. Assim sendo, no que segue, as
partes elementares do sistema serao necessariamente "par-
ticulas". Vamos conseguir ampliar os gquatro conceitos,
energia, momentum, massa e massa de repouso, para incluir
o0 caso de um corpo gualquer. Uma vez que tenhamos alcan
¢ado 8sse objetivo, podemos recuar e tratar sistemas com-—
postos de partes extensas (isto &, n&o rarticulas) jé aque
a essa altura as propriedades dessas partes extensas esta
raoc bem compreendidas dentro de um esquema que nac envol-
ve mais o conceito de velocidade. Por isso, no desenvol
vimento que segue nao seria necessdrio, jé de inieio, con



~75=

" giderar as partes do sistema COWO puatiformes.  No entan

%o, vamos faz&-1lo
- Y62 eliminado, 1o
(gistema) podemos usar 08 IEsu
dar sistemas cujas partes clementarcs podem scr exteunsas.

para maior clareza no raciocinio. Uma
fim, o concelto de velocidade do objeto
1tados iminentes para abor-

éISTEMAS IDEATIS E SISTEMAS REAIS

As partes de um sistema podem cu nao exer-

. ger influéncia sdbre as outras partes, i1.€., O movimento

| de uma das partes pode ou nao ser alterado pela presenga

das outras partes. ge ésse movimento ndo € influenciado

_ pela presenga mitua significa
" 4re si independentes, exceto quando hé contacto entre as
partes. As partes que formam um sistema désse tipo  se

 ehamam INDEPENDENTES ou LIVRES, e o sistema formado  poOr
£es s¢ chama um SISTEMA

que ésses movimentos s8o0 en

partes ou particulas independen
IDEAL. Na realidade nao existe nenhum sistema ideal,
i,e., um sistema formado de partes independentes., No en

tanto, o estudo dos sistemas jdeais além de forneccer ul

esquema tedrico para O estudo de sistemas reais, serve ,

puitas veézes, cCOmoO um modélo aproximado das propriedades
de um sistema real. For exemplo, €8 propriedadesdos cha
mados gases nobres, Oou gascs inertes, a saber: He, Ne, 4,
Kr, Xe, Ra a temperaturas bew acima dos scus respectivos
pontos de ebuligao podem’sor dcscritas por um modélo de

um gds IDEAL, em gque OS ATOMOS, exceto pelas coligdes mu-

tuas, nao interagem uns cOm 08 outros. Por outro 1lado,

as propriedades do gés nidrogénio ngao podem ser descritas
por um mod8lo IDEAL de um gés de ATOMOS INDEPENDENTES, pois
um par de dtomos de nidrogénio INTERAGE  tao fortemente
que, na verdade, formam uma molécula diatdumica, H,. Ja
a interagfo das moléculas diatdmicas, H,, de hidrogénio €

——sssssmnEEEEE
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;uficientemente fraca, de modo que as propriedades de uma
forgao de gés (real) de hidrogénio podem ser aprOXimaQa-
gente descritas por um moddlo de um gds IDEAL de MOLECU-
145 DIATOMICAS TNDEPENDENTES.

4 ENERGIA DE INTERACAO NO DOMINTO DA QuiMICA

Dizer que nao existe influtneia mitua entre
as particulas de um SISTEMA IDEAL, i.e., que elas sao IN-
DPEPENDENTES, significa dizer que a ENERGIA TOTAL do siste
pa é igual a soma das energias de cada uma das suas parti
culas. Quando isso ndo é verdade podemos concluir que 0
gistema ndo é ideal. A diferenca percentual entrea ener
. gla total do sistema e a soma das energias das suas parti
culas indica o desvio do comportamento ideal do sigtema,
i,e., a ENERGIA DE INTERAGAO.

Por exemplo, sabemos que 0O calor especifico,
Cy, de quase todas as substfncias & da ordem de algumas
calorias por mole por grau Kelvia. Sem cometer &rro de
wmonta podemos assumir gue o calor especifico é uma couns-
tante, e dai concluir que a energia interna de qualguer
substfncia (n&o incluindo a energia de repouso) € aproxi-
madamente igual a C T, ou seja, da ordem de 1,000 cal/mole
a temperaturas ordindrias (300°K). For outroc lado o ca-
lor latente de vaporizagao, gque mede aproximadamente a
energia de interac@o entre as particulas da substancia §
também da ordem de 1.000 cal/mole (540 cal/g para 2 &dgua,
por exemplo). Podemos assim concluir que, pelo menos a
temperaturas ordindrias, a maioria das substancias nao po
dem ser consideradas como sistemas ideais, jé que a ener
gia de interacio entre as particulas é da mesma ordem de

grandeza que a energia do sistema.
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Algumas substancias porém, se aproximam bem

”
de um sistema ijdeal. E o caso, por exemplo, dos gases
inertes cuja fraca reatividade € uma indicagzo de intera
goes fracas. Em particular o calor latente de vaporiza

¢do do He é somente da ordem de 20 cal/mole que & peque-
no (2%) comparado com a energia do gds (da ordem de
1.000 cal/mole) a temperaturas ordindrias. Podemos pois,
com boa aproximac¢io, tratar uma porcao de gds hélio como
um SISTEMA IDEAL formado de ATOMOS de hélio.

O grau de IDEALIDADE de um sistema depende
de como escolhemos as suas partes. Para ilustrar a im-
porténcia dessa escdlha, vamos tomar o caso do gds hidro
génio., A temperaturas ordindrias a sua energia (nao in
cluindo a energia de repouso) é da ordem ainda de
1.000 cal/joule., O calor de vaporizagao, i.e., a ener-
gia para decompor hidrogénio liquido em gés hidrogénio
DIATOIIICC & da ordem de 100 cal/mole, o gue mostra gque
a cnergia de intoragBo entrc MOLECULAS DIATOMICAS, H,,
de hidrogénio & da ordem de¢ 10% da cuergia ftotal do sis-
tema, e portanto uma por¢3o de gds hidrogcnic 4 RAZOAVEL
MENTE UM SISTEMA IDEAL, sc pcnsado como composto de MO-
LECULAS DIATOMICAS. Por outro lado, a enecrgia para que
brar uma molécula de H, é da ordem de 2 elétron-volt, ou
seja, 40.000 cal/mole. Assim, vemos gque uma porgao de
gds hidrogénio NAO pode ser aproximado por um SISTEMA
IDEAL, DE ATOMOS, pois a energia de interag@o entre €sses
dtomos seria, & temperaturas ordindrias, da ordem de 40
vezes maior que a sua energia cinética,
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5 A ENERGIA DE INTERACAO WO DoMINTO DA FISICA NUCLEAR

A seguir estudamos 0 grau de idealidade dos
gigtemas de interésse da Fisica Nuclear, i.e., 08 NUCLEOS
atbmicos. A energia de interacho entre as particulas que
formam o uucleo atdmico & da ordem de UM WILHLO de vezes
meior que a energia de interagao entre os dtomos que por
gua vez é da ordem de MIL vézes maior que a energia de in
seracio entre moléculas.  As préprias unidades de ener-
gia refletem a ordem de grandeza das energiag: calo~-
ria/mole (moléculas), eV (4tomos) e MeV (micleos).

A experi8ncia nos mostra que a energia de
interacBo cntre os NUCLEONS (particulas que formam o nu-

cleo) € da ordem de 10 MeV, e que a encrgia total do nu-
cleo (nBo incluindo a massa de repouso) € também da ordem
de 10 MeV. Um micleo, portanto, nao constitui um siste-
me ideal, Egsas cnergias nucleares s&0 fanthsticamente
grandes. De fato, 1 MeV = 1,610712 joule, mas um  mo-
le = 6-1023 4tomos, e portanto, para v dtomo com wm sb
micleon, LO MeV/andcleon é da ordem de 10%3 joules/mole, on

13 .al/mole.  Tomando 10° cal/mole como

gseja, da ordem de 10
ordem de grandeza da energia quimica, vemos que a energia
nuclear é da ordem de 108 vézes maior que a energia quimi
ca, daf as expressOes jornalisticas kiloton (106 £) e
megaton (109 g).

A energia nuclear (i.e., a energia de inte-
ragao entre os micleons) sendo tao grande, ngo podemos
mais desprezar 0 seu efeito sobre a energia de repouso,
i.e., a massa do nucleo. De fato, a massa de um préton
equivale a uma energia da ordem de 103 MeV, donde vemos
gque a energia de interagao nuclear ¢ da ordem de 1% da mas

sa de repouso dos nucleons,
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6. SISIEMAS IDEAIS DF pARTICULAS INDEPENDENTES

Experiéncias limitadas, do #1po da de Lavoi
gier, nos mostram que tanto na formagao de um sistema a
partir das suas partes (SINTESE) assim como na sua decom-
posigdo em partes (ANALISE) o peso total de um sistema é
igual, dentro da precisdo limitada, % soma dos pksos dos
geus compouentes. No entanto, existem imimeros exemplos
na Fisica Nuclear que nos mostram queé a masga de um obje~
to complexo & ligeiramente diferente da soma das massas
dos seus constituintes. Um exemplo disso é o caso do
DEUTERON cuja massa & da ordem de 0,1% menor que a soma
das massas 4o PROTON e do NEUTRON, componentes do deute-
ron, como foi discutido no § 6.

Devido 1) a possiveis movimentos internos
das partfculas e 2) a variacho das massas dessas particu~
1as com &sses movimentos & compreens{vel que haja alguma
diferenca de massa do sistema resultante, comparada com a
soma das magsas de REPOUSC das suas partes. Por essa ra
2%0, QUALQUER afirmag@o acérca da relagldo entre a massa
de um sistema e as massas das suas componentes, precisa
ser BEM QUALIFICADA.

Apesar de que & majoria dog sistenmas reais
se desvia bastante de um sistema ideal, vamos inicialmen-
te estudar os sistemas IDEALS de particulas independentes
por uma questao de método.

Para fixar idéias imaginemos Ul gds IDEAL
gendo formado a partir de suas moléculas introduzindo-o0s

numa caixa através de unm furinho , 0 que servi-
r4 tambénm para imaginar a decomposigio do géds em nolécu~
lag dispersas. Imaginemnos abandonar as véarias noléculas,

inicialmente afastadas uma das outras fora da caixa, col
velocidades iniciais arbitrdrias de modo a atravessar o fu
rinho. Como as particulas de ud SISTEMA IDEAL ndoc  se

—esseEEEEEEEEEE
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ynfluencian mdtuanente, exceto pelas colicOes, cada molé-
cula atravessando o furinho conserva sua velocidade ini-
.oial, portanto sua massa, sua energia de repouso, sua ener
gia cinética e portanto, sua energla total. Dz mesma for
pa no processo de decomposicio do sistema IDEAL, cada mo-
1écula saindo da caixa através do furinho conservaréd a ve
jocidade que tinha quando “"dentro" do sistema. Como a
energia total se conserva, l.e., a soma das energias das
‘moléculas antes de formarem © gds IDEAL deve ser igual a
soma das suas encrgias depois de terem penetrado na caixa
para formar o gds IDEAL, & LICITC e CONVENIENTE que adote
mos a SOMA das energias instantfineas das moléeculas como
gendo a ENERGIA TOTAL do gds. Da mesma forma para a MAS
SA e o MOMENTUM, .

Assim sendo, afirmamos gque por definig2ao,
um SISTEMA IDEAL é agquéle em gue a energia E, a massa M
e o momentum P TOTAIS sao iguais hs somas das respectivas
grandezas das suas partes, i.e., POR DEFINIGAOQ.

(R o ZQ]S:R) (46)
SISTEMA .
IDEAL: piR) 2 Zpl(gR) (47)
Observagoes:

1) Letras mindsculas: ™, Dy € 4 «o serao usadas
para denotar grandezas referentes a PARTICULAS, ao passo
que letras maivsculas, M, P,E , ... denotarao grandezas
referentes 2 um SISTEMA.
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2) As somatérias acima se extendem sdbre t8das as
particulas do sistema, inclusive aguelas de massa de re-
pouso nula, que contribuirfo com seu momentum e energia.

3) O superscrito (R) explicita que as grandezas do
primeiro membro se referem a um referencial R gue € o mes-—
mo ao qual se referem as grandezas parciais que compare-
cem no segundo membro. A fixagao de um mesmo referen-
cial é egsencial, como veremos. Qualquer indefinig3o -
acérca do referencial pode gerar mal-entendidos graves.

4) Da equivaléncia entre massa e energia de cada
PARTICULA, i.e., €d.= micz, segue das Egs. (46) e (48)
que hd também EQUIVALENCIA entre a massa e energia de um
SISTEMA IDEAT :

g(R) _ o2y(R) (49)

5) A Eq. (48) gignifica que num DADO REFERENCIAL a
massa do SISTEMA IDEAL num determinado INSTANTE & igual
‘4 solma das massas instant@neas das suas PARTTCULAS levan-
do em conta a velocidade INSTANTANEA de cada wuma desbas
particulas em relagéio ao DADO REFERENCIAL, J4 para um
sistema REAL, devido s INFLUENCIAS MUTHAS entre as parti
culag, essa afirmacao nfio € verdadeira.

6) A Eq. (48) NAO implica que a massa total de um sig
tema seja igual & soma das massas de REPOUSO das suas par
tes. Veremos que a Eq. (48) (juntamente com: a) a neceg
sidade do referencial R, e b) com o resultado anterior da
variagdo da massa com a velocidade) implica que "a massa
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de REPOUSO de um sistema" & diferente da "soma das massas
de repouso das suas particulas", (veja Eq. (57) abaixo)
com um unico caso excepcional sem interésse e de certo mo
do trivial (veja logo abaixo da Eq. (58)).

7. TRANSFORMACAO DE LORENTZ

A energia e o momentum de um sistems ge
transformam pelas mesmas equagodes de transformacgao aplicd
veis a particulas, i.e.,, TL1 e TL2.

uk

P'=zf(P- 2) TL3
N o

E' = ¥ (B - up) TL4

Qbgervacao: Nas equagtes acima e em algumas que se seguem
abreviaremos um referencial R' por ' e omitiremos o su-
perscrito (R) que indica um referencial R, Isso para evi
tar congestionamento de fndices. Por extenso, TL3 e TL4
deveriam ser escritas, respectivamente

(R') (&) (7)) E
Tr Ur 2
2B e (® [xR) _ u§§)p(ﬂ>:'

onde, sé para exemplificar a notagio explicita,‘x“(R)

2 1/2
nifica l - [uéf.?‘):l onde, por sua vesz, u(l,i)
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nifica a velocidade do refereneial R' em relagio ao refe-
rencial R, A forma abreviada de escrever as transforma-
¢6es de Lorentz, TL3 e TL4 evita o congestionamento de sim
bolos e nao provocard mal-entendidos, desde gue se obser=-
ve aguilo gue estd explicitado nas equagoes completas, ou
seja: as grandezas nos primeiros membros, E!' e P' ge re-
ferem a um referencial R' ao passo que %8das as grandezas
que comparecem nos segundos membros, E, P, r e u se refe-
rem ao referencial R, '

Demonstractes de TL3 e TL4:

Para cada particula, k, valem as transfor-

magoes de Lorentz de R—3R', TLL e TL2 (u = ué?)’

§=% =y R,
v e

(importante: nBo confunda u = ué?) com v, ou v', veloci-
dades da particulas que seriam denotadas respectivamente
|}
)

P'k

€'

(R)
por v, ou v

Somando ambos os membros de cada wuma das
equagdes acima s8bre todas as partfculas do sistema (in-
clusive as de massa de repouso nula) temos

Pres Fole e

% E'k = 12{: E(Ek: - up, )
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Lembrando que u e ¥ se referem aos dois sistemas R e R!
objetos de transformagBo, e gue portanto, u e ¥ sao os
mesmos para t8das as partfculas, podemos colocd-los em evi
d8ncia, fora das somatérias, isto é,

2 €y - u) = PTE, - Fuly

0 que nos 4d4

2Py =‘3“§:Pk - 5"u EZE:k

02
z:i'k = E‘E:Ek:- 6~u§:pk

que face &s definigGes (46) e (47) nos d3o,

o poy uE 6‘<j WE
58 -
EY = EE - KuP‘:HH(E - U.P) y C.Q.D.

38, A MASSA DE REPOUSO DE UM SISTEMA

Assim como para uma particula, a diferen-

202 para um sistema, € também um  INVARTANTE,

ca B2 _ P
i.e., -

E2 _ P2c2 - INVARTANTE

R T A R T = (T

i

B
‘ﬂ
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Demonstragfo: De TL3 e TL4 temos:
2
> uk
E'2 . pi? E‘(E-uPJ LJ‘P-

2 w
= ¥ 2(E% + %% -2 uEp) - 32\1’2 T . Eac2

C

2

2rme 2 2 2 2P2 w 2

= (E© - P ) - — E;)
5 ) + ¥ G o2

X2 (- )(Ez P2 2)_ 1-—-— (-—-—)(Ez—Pc)

= E2 - P202

n

’ C.Q.D.
0BS.: E2 - P202 ser invariante significa que apesar de
que a energia E e o momentum P, cada um em separado, te-
nham valores E, E', P e P' que dependem do referencial

R, R*, ..., etc, a diferenca dos quadrados doe seus valo-
res ndc depende do referencial. No caso de uma sd parti
cula (veja Eg. (9)) o significado de € 2 - p°c? era mozcz
(ou moz), ou seja, o quadrado da magsa de repouso da par-
ticula, No caso de um sistema (objeto composto de par-

tes) vamos usar o INVARIANTE acima para definir a massa
de repouso d&sse sistema composto. Aproveitamos o card-
ter de INVARIINCIA da diferenga EZ - P%c? e do seu signi-
ficado no caso de uma parti .cula, para definir M a MASSA

DE REPOUSO DE UM SISTEMA rela equagio

c*m 2 2 g2 _ p2,2 (50)




39.

~86-

ou, por analogia com a Eq, (9)

E2 - Mozc4 + P2e

Dessa forma a massa de repouso de um sistems de particu
las é um conceito bem definido (pela Eq, 50) e um atribu-
to préprio do sistema, cujo valor numérico nSo depende de
nenhun referencial, j4 que o segundo membro de (50) € in-
variante, conforme ficou demonstrado,

UM _REFERENCIAL. TODO ESPECIAL

A seguir queremos descobrir um método sim-
prles para calcular o valor da massa de repouso, o0 que vi-
rd a ser a Eg. (57) mais abaixo. Antes, porém, necegsi-
tamos introduzir a definigBo de um referencial especial,
em relagio a0 qual o cdlculo da massa de repouso de umsis
tema serd bastante simplificado. Observamos que se o mg
mentum total de um sisteuwa for nulo (devido X compensaczo
vetorial das velocidades de suas rartes), o valor de Mb
serd, nesse caso, igual X energia do sistema, como fhcil-
mente se depreende da Eq, (50). No entanto, no caso ge-
ral de um sistema com momentum nac nulo (jé4 que o momen-
tum de um sistema depende do referencial, de acdrdo com a
TL3) podemos cogitar da possibilidade de encontrar um re-
ferencial particular que, se existir, chamaremos de REFE-
RENCIAL DO CENTRO DOS MOMENTA ou REFERENCIAL DE REPQUSO
do sistema em questio, abreviddamente OM e em relagao ao
qual o momentum total do sistema € anulo., Hssa definicao
se escreve

p(QM) & (51)
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A possibilidade de se encontrar um referencial CM que, pa
ra um DADO SISTEMA, satisfaga a Eq, (51), depende da estru
tura do sistema em questd@o (veja observagHo 4 sbaixo). Se

8sse referencial existir, o?emos ver da TL3 tomando
R

R! = CM e, portanto, u = Vpo! = VCM y que a sua velocidade
Véﬁ) em relag¢ao a um Teferencial ? sera dada por
R
P
Véﬁ) = 0% —— (52)
z(R)

ou abreviadamente, sem possibilidade de mal-entendido:

P

2
Veor = €65 — (53)
CM E

Demonstracao: De TL3 temos

(R)
plan _ K(%E)G(R) e

02

portanto, da definigdo da Eq. (50), P(CM) = 0, do sistema
de centro de momentum, segue que

(R)
E
c

ObservacOes:

1) O conceito de referencial de centro de momentum substi
tui o conceito de referencianl do centro de massa de um sig
tema na Mecénica Cldssica. De fato, na Mecfnica Cléssica
0 centro de masga de um dado sistema € um ponto no espaco
tal que o momentum total do referido glstema em relagso a
um referencial ligado a 8sse tal ponto, € nulo. Na Mec8
nica Relativistica, a existncia de um ponto no espago
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(que viria ser o centro de massa relativistico do siste
ma) é irrelevante. 0 gue € importante € a possibilidade
de se encontrar um referencial (e n&o um ponto) em relagao
ao qual P = O, Na verdade acontece que o uso do concei-
to de centro de massa em Mec&nica Relativistica & condeni
vel e desaconselhdvel, porque naoc é um conceito invariape
te, isto &, diferentes observadores atribuirio pontos di-
ferentes como o "centro de massa". Jé, com o referen-
cial do centro de momentum isso nao acontece; ou seja, se
esse referencial existir &le sers o mesmo para todos os
observadores, ou seja, € um conceito invariante.

p(® _ y®) 58

2) Da equagao (54) acima, 5 e das Equa-
e

¢oes (5), (46) e (48), E(R)==MCR)02 podemos concluir gue

p(R) _ M(R)VE}BR,I) (55)

ou seja, que

"Em relagao a um referencial R gualgquer, o
momentum total de um corpo & igual ao mo-
mentum de uma ¥nica particula, de massa

igual & massa total M(E) do sistema em re

lagao ao dito referencial R, animada de

movimento com velocidade igual & velocidg

de Véﬁ) do referencial do centro de momen

tum, velocidade esta com relagio zo mesmo

dito R".
3) 0 resultado Eq. (55) é o andlogo (e na verdade con-
tém do teorema de Meofinica Cldssica que afirma que o '"mo
mentum total de um sistema cldssico € igual ao momentum
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de uma Unica particuls de massa igual 2 massa total do
sistema e animada de movimento com velocidade igual & do

centro de massgsa do sistema. Os resultados diferem apenas
pelos conceitos de centro de massa e centro de momentum e,

como veremos abaixo, pelo valor da massa total,

4) Dizer que o referencial do centro de momentum existe,
significa dizer que a sua velocidade Vo em relagéo a um
determinado (porém qualquer) referencial R € menor do que
a velocidade da luz, i.e., Vo <c. Vejamos quais os sig
temas, que tendo Vq, = c, constituem as excegdes, isto §,
sistemas para os quais o referencial do CM nZo existe,

Da Eq. (54) e de Vaqy = ¢ temos em relagdo a qualquer re-

ferencial
P = E/c

ou seja, da Egq. (50)

Mo =0

Conclufmos, portanto, que sdmente para aqug
les sistemas de massa de repouso total nula é que n3o &
possivel encontrar o referencial do C.M. (Pode-se tam—
bém raciocinar diretamente em t8rmos da Eq. (50), que &
‘invariante, ou seja, se M, =0 (invariantemente) e se pa-
ra um referencial (M, for P(CM) = 0, a Eg., (50) implica
E(CM) = 0, o que gignifica que o sistema nZo existe (por-
que pelas TL3 e TL4 o seu P' ¢ E' em gualquer outro refe-
rencial também seriam nulos). A dnica posgibilidade pa-
ra 8sses sistemas (M0 = 0) é pois

B2 = P22 4 0o

Mais abaixo, analisaremos as estruturas de sistemas désse
tipo, e concluiremos que o dnico sistema de massa de re-
pouso nula é um feixe homog@neo de luz, n8o necessiriamen

te monocromdtica, ou seja, um feixe de fétons_todos ge pro
pagando na mesma direc¢do e sentido.
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O. O VALOR DA MASSA DE REPOUSO DE UM SISTEMA IDEATL

A seguir mostraremos gque o cdleulo da nag
sa de repouso de um sistema & mais simples no referencial
do centro de momentum do sistema, J4 que a massa de re-—
pouso M ¢ um INVARIANTE, o cdlculo de M no referenecial
do CM é GERAL. e DEFINITIVO,

De fato, da Eq. (50)

oS =
ct @

e.da definigao de referencial de centro de momentun,

Eq. (51)
p(A) _ o

segue que

Moc2 - glan) | (56)

isto ¢, a massa de repouso de um sistema € igual & Ener-
gia total désse sistema em relagho ao referencial do seun
h whl—
ecentro de momentum,
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1., AS CONTRIBUIQ6ES PARA A MASSA DE REPOUSO DE UM

SISTEMA IDEAL

Pcdemos explicitar o valor da massa de re-
pouso de um SISTEMA IDEAL usando a Eq., (46)

(M) _ >°€ 1gcm)

e lembrando gque a energia de cada rarticula pode gser es-—

crita como a soma ds energia de repouso E e da energia
cinética %,

EI(:CM) = €o,k * tlE:CM)

onde t}(:CM) € a energia cinética da késima particulado sig

tema, em relagz@o ao referencial do CM desse sistema, Po-
demos portanto escrever:

M = Zmo  * Ztl(ccm)/c2 (57)

% ’

Como tk >;_ 0O temos
Mo azmo,k

isto €, a massa de repouso de um SISTEMA IDEAL € senmpre

maior ou igual 4 soma das massas de repouso de suas parti
CulaB.

0 sinal de igualdade sé vale no caso em que

el _
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Ora, sendo cada t, 20, a somatéria acima sé & igual a ze-
ro quando cada tkCM em separado fOr igual a zero (jd
gue mimeros positivos, tk, nao podem se compensar na sua
somal!). Isso implica que a velocidade véGM) de cada par
t{cula em relaczo ao CM & nula, ou seja, que as velocida~
des de t8das as particulas do sistema s3o iguais entre si,
0 que significa que a velocidade relativa de um par de
partfculas (isto &, a velocidade de uma partfcula em relg
gao & outra) & nula, o gue implica que a distfincia entre

quaisquer duas particulas do sistema permanece constante,

com o decorrer do tempo, Base sistema na Mecinica Clds-
gica corresponde a um corpo rigido.

Portanto, M Z:mo i sé para corpo rigido
da MecBnica Cldssica, ou seaa, "a massa de um corpo sé €
igual & soma das massas de suas partes, se ésse corpo fir
rigido",

2, A INERCIA DA ENERGIA

A Eq. (57) nos mostra que os MOVIMENTOS IN
TERNOS (i.e., movimentos em relagio ao CM) de wum SISTEMA
contribuem para a massa de repouso. Vemos assim gue de-
terminada "quantidade de matéria" pode ter maior ou menor
inércia dependendo d0s seus movimentos internos, Tome~
mos, como exemplo, um mole de He4, ou seja, 4 gramas de
hélio., A temperaturas ordindrias (300°K) a energia ciné
tica devido ao movimento interno de agitagBo de secus 4to-
mos é da ordem de 1,000 cal/mole, ou seaa, aprox1madamen—
te 4,180 joules. Dividindo &ssce valorpar-c = (3.10 m,/é:,e.g)2
obtemos 5-107 -14 gramas como a inércis adicional das 4 gra
mas de He devida ao movimento interno. Un aumento de mag
sa dessa ordem passa completamente desapercebido diante ds
sensibilidade de nossos melhores instrumentos, e assim se




43.

=03

explicam os resultados de LAVOISTER. No entanto, podemos
afirmar que o CALOR, assim como outras formas de ENERGIA
INTERNA, contribuem para s INERCIA de um corpo. Mais
adiante mostraremos que em sistemas REAIS condensados, ra
ra o0s quais a ENERGIA INTERNA € NEGATIVA, a massa de re-
pouso do sistema serd MENOR gue a massa de repouso das
suas particulas.

A MASSA DE REPOUSO DA LUZ

Outro caso particular interessante e de re
sultado surpreendente é o caso de um gistema constitufdo
unicamente de particulas de massa de repouso nula (por
exemplo, um feixe de luz n3o unidireeional, porque?),

Nesse cago (m k= = 0) (se o feixe nao &
unidirecional é posafvel encontrar 0 referencial do CM, j4
que os p_ na@o sdo todos paralelos) a Eq. (57) nos 44

CM CM
M, = Ejté ) - gdtgns >0

0 que implica que (a menos que sé haja um féton, ou que os
vérios fétons se propaguem na mesma diregao e sentido) a
massa de repouso de um gds de fétons (ou de qualquer par-
ticula de massa de repouso nula) nZo € nula., Ainda mais
a masga de repouso de um gés de fétons € igual i sua ener
g€ia no referencial do CM.



4. A COMPOSIGAC DA ENERGIA TOTAL DE UM SISTEMA

A seguir mostraremos como a energia total
de um sistema qualquer em relagio a um referencial R ar-
bitrério pode ser decomposto em energia de repouso e ener
gia cinética, em analogia com a decomposicXo no caso de
uma particula. _ '

De fato, das Egs. (49), TL4 e (51) temos

g(R) 2 y(R) 2 _ 54§M>(E(CM> - ey (o),

Sy
ou seja, (R) (R)
R R

Podemos escrever a E«i. (58) como
E(R) = czMoK‘éﬁ) + czmo - c2Mo = Moc:2+ czMo(xéﬁ) -1) (59)

Ora, no 29 membro da Eg. (59) o primeiro térmo M002 nzo
depende da velocidade do CENTRO DE MOMENTUM, =0 passo que
o segundo térmo, 02MO(E— 1), depende da velocidade do (M
através do térmo b‘CM’ Dessa forma, podemos escrever a
Eg. (59) como

E(R) = Moc:2 + Téﬁ) (60)

onde T((EI}) 2 czMo(b"gml}) -~ 1), por depender do movimento do
CM em relagao & R, através do térmo Tcﬁ tem o significa
do de energia cinética do centro de momentum, em relacao
ao referencial R.  De fato, usando o valor de Féﬁ) temos

/1

2 3 4
TéIIViI) = Moc2(E((}ﬁ) -1 = Mo ?Véﬁ) " —S_-v(('}]%) /02+">
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"é a energia cindtica de uma particula de
massa de repouso igual i massa de repou-~
80 do sistema, animada de movimento com
velocidade igual & velocidade V&ﬁ)do cen
tro de momentum em relagao a R, cujo va-
lor é dado pele Eq.(52), V(R) P(R)/E(R)".

0 resultado da Eq. (60) corresponde ainda
4 separacao da energia, em energia devido a movimentos in
ternos em relagao ao CM, Eq. (57)

M002 = Z€ J(.CM)
e a energia devido a movimento global (externo, quenEd:ﬁg
plica em movimentos internos),
1
2

T =

2 -
GM Mv + sea (61)

o CM

A VARTACAO DA MASSA E DA ENERGIA COM A VELOCIDADE

Outro resultado contido na Eq, (58) & a va
riagao de massa total do sistema com a velocidade do seu
centro de momentum., De fato, usando na Eq. (58) o valor

Eou = 1/41 - Ve ¢2, temos

w® oy @)

ou seja gue,

M
eI °

j N
V- v’

(62)




Da mesma forma temos

EO
=B _
N
2
\/1 - vg};) /o2

que nos permite concluir que

"a massa e a energia de um sistems auvmen-
tam com a velocidade de seu Centro de Mp
mentum, segundo a2 mesma lei de variaghio
da massa e da energia de uma particula

com sua velocidade, m = mo/’\/l - v2/02 ",

=96

(63)
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A6, SISTEMAS REAIS

As propriedades dos SISTEMAS IDEAIS s&o fa-
cilwente analisadas em t@rmos das propriedades das suas PAR
TES, como foi discutido nos §§ 36-45, O mesmo ndoc aconte
ce com SISTEMAS REAIS., No entanto, s8o justamente os SIS-
TEMAS NAO IDEATS os mais interessantes. - Como reconhecer
INTERAGOES nas partes de um sistema? De uma maneira gené-
rica, propriedades tais como COESAO, DUREZA, etec, sSo mani-
festagdes de FﬁRQAS atrativas ou repulsivas entre as partes
de um sistema, Por exemplo, a REAGXO ao se COMPRIMIR ou
DISTENDER uma mola helicoidal € uma manifestac8o das INTERA
CUES entre os dtomos que constituem a mola. Uma outre ma-
nifestagao da NAO IDEALIDADE de um sistema é a liberacdo ou
absorgdo de energia no processo da sua formag&o a partir das
suas partes, assim como no pfocesso da sua decomposicao,

De uma maneira mais fundamental para a Fisi
ca Moderna a NAO IDEALIDADE de certos sistemas pode ser re-
conhecida através da sua MASSA DE REPOUSO, Por exempleo, po
demos afirmar que o DEUTERON nzao é um SISTEMA IDEAL formado
por um PROTON e um NEUTRON, pois a MASSA DE REPOUSO do DEU-
TERON que € igual a 1.875,49 MeV & MENOR que a SOMA DAS MAS
SAS DE REPOUSOS DO PROTON E DO NEUTRON, respectivamente
iguais a 938,21 MeV e 939,50 MeV. Esse DEFICIT de mas-
sa de repouso ecstd em contradig8o com a desigualdade que se
gue a Eg. (57), que vale para qualquer sistema ideal. 0
DEUTERON portanto, nao é um SISTEMA IDEAL, Devemos pois,
buscar na INTERAGAO entre o NEUTRON e o PROTON a origem dés
se decréscimo de massa de repouso.

P, Calcule o déficit de massa do deuteron, i.e.,
Ly + Wy = Mg

Os sistemas da natureza apresentam intera-
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gOes de vdrios tipos, v.g.

a) Interagdo GRAVITACICNAL: se manifesta entre todos
08 CcOorpos.

b) Interacio ELETROMAGN@TICA: ge manifesta entre ELE-~
TRONS, PROTONS e demair partfculas CARREGADAS, e &
a interac¢Bo mais relevante aos fendmenos interatdmi
cos tais como os da quimica,

c¢) Interagio NUCLEAR; se manifesta entre NEUTRONS,PRG
TONS e outras particulas, MESMO DESCARREGADAS, que
intervém na formacio dos NUCLEOS atdmicos.

d) OUTRAS interagdes que, embora de inter@sse fundamen
tal para o FISICO profissional, nBo s8o relevantes
para a compreensgo das propriedades dos sistemas do
cotidianc atual,

De tddas eesas INTERAGOES, a interacio ELE-
TROMAGNETICA € 2 vnica que se conforma ao esquema de descri
¢80 da Teoria da Relatividade, J4 as outras interacgdes sé
podem ser descritas quando as velocidades das partes, umas
em relagdo &s outras sf@o PEQUENAS comparadas com & velocida
de da LUZ, Isso significa por exemplo, gque © movimento
conjunto de um ELETRON e um PROTON pode ser tratado de uma
maneira satisfatdéria qualquer gque seja a velocidade relati-
va, i.e., por maior (ou menor) gue seja a energia do MOVI-
MENTO INTERNO, Agsim, o ATQMO DE HIDROGENTIO pode ser ana-
lisado tedricamente sob t8das as condigdes, com o detalhe
que se gqueira. O mesmo nao acontece com um sistema forma~
do por um PROTON e um NEUTRON, cuja interacio AINDA € com-
preendida incompletamente. Apesar disso,Ajé somos HOJE ca
pazes de estudar APROCXIMADAMENTE o movimento conjunto de um
PROTON e NEUTRON a baixas velocidades relativas, ou seja, a
energias INTERNAS pequenas comparadas com a massa (energia)
de REPOUSO (v{{c implica Eiotal = Bgs Ouseja, Ej+ E; e = Egs
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ou seja, Eint'<<Eo)' Isso significa que podemos discutir
APROXIMADAMENTE o problema do DEUTERON e compreender o seu
DEFICIT de massa que, sendoda ordem de 1%, implica numa ener
gia interna pequena (~ 20 MeV) comparada com a energia de
repouso (1.000 + 1,000 MeV),

No caso de sistemas como o DEUTERON em que
a energia interna € pequena, a DIFICULDADE maior sf@o os FE-
NOMENOS QUKNTICOS, ligados ao fato de seremas dimensdes geo
métricas dos sistemas atdmicos e nucleares muito peguenas.
Os fendmenos QUANTICOS serdo discutidos mais no fim deéste
curgo, jd que ATE HOJE nBo se descobriu a relagio INTIMA en
tre o QUANTUM e a RELATIVIDADE,

Em suma, podemos discutir o movimento con-
Junto de um sistema de particulas gqualquer que sejs a natu-
reza das suas INTERACOES, desde que a ENERGIA DE INTERAGXO
seja muito menor que a ENERGIA DE REPOUSO. Nessa aproximg
¢8o introduzimos CONCEITOS NAO RELATIVISTICOS tais como FOR
CA e ENERGIA POTENCIAL, seguindo o esquema da FISICA CLASSI
CA n8o relativistica, Somente para os sistemas de nature-
za ELETROMAGNETICA nfo se faz necessdria a aproximacgo da
Fisica Cldssica, No entanto, mesmo nos fenomenos eletromag

néticos a metodologia da Fisica Cléssica representa hdbito
confortdvel,

P. Caleule a veloecidade de um préton ou de um meubron cuja
energia cinédtica € igual a 1 eV,

UM EXEMPLO: O DEUTERON

Embora a Teoria da Relatividade seja impo-
tente para tratar com EXATIDAO TODOS OS DETALHES dos siste-
mas (ndo-ideais) com interag¢do (excetuadaa eletromagnética),
ela fornece resultados EXATOS acérea de ALGUMAS proprieda-
des d8ssces sistemas, Para melhor compreender e UTILIDADE
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e as LIMNITAGOES da Teoria da Relatividade aplicada a SISTE-
MAS NAC IDEAIS vamos tratar da formagBio de ym DEUTERON pela
colis@o de um préton com um asutron. Frequentemente essa
reagio € realizada fazendo um feixe de neutrons lentos, emer
gentes de um reator, incidir odbre uma substfBncia rica em
prétons, parafina por exemrlo. Os fatos s&o'os seguintes:

Fl) Da colisf@io entre um préton e um neutron PODE resultar a
formagzo de um deuteron.

F2) A medida que a velocidade do neutron cresce a formaggo

‘ do deuteron se torna cada vez mais improvdvel, sendo gue
neutrons com velocidades maiores gque 3.000 m/seg atraves
san a parafina sofrendo sdmente um espalhemento, sem ab
sor¢ao,

F3) Se resultar um DEUTERON, observamos NECESSARIAVENTE a

aparig¢go de um raio % (féton), Para energia cinética
pequena a energia deésse raio b é aproximadamente
2,2 MeV,

F4) A massa de repouso do deuteron formado € SEMPRE igual a
2,0140 uvam (= 1.875,49 MeV)., As massas de repouso do
prdéton e do neutron sio iguais respectivamente a
1,007825 wam = 938,21 MeV e 1,008665 uam= 939,50 MeV,

0BS.: "uam" é abreviacfio para "unidade atdmica de massa",
gue é a unidade de massa mais comumente usada na Fi-
sica Nuclear. LEla, de tempo em tempo, sofre altera
¢oes na sua definigf@o.  Atualmente a2 "uam" & defini
da como sendo a unidade de massa tal gue a massa de
um dtomo de Carbono-12 seja igual a 12,000000, Ag-
sim, ela equivale a 931,478 MeV, HE até pouco tem-
po a "uam" era definida em relagZo ao Oxig@nio~16.

P. Em MeV a massa de repouso de um elétron vale 0,511 MeV,

Calcule essa massa em uam.
\ESTiTUTH B HSICI;P?
BIBLICIEDA _;?EJ?, o

SSAC I

- 7 p
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E, Calcule em eV a energia cinética de um neutron cuja velo
cidade é igual a 3.000 m/seg.

Fregquentemente essa reacdo é gimbolizada

por
D+n 3 a +E‘ (64a)
ou por 1 7 5
Ly H ¥ (64b)
ou por 1 5
N (64¢)

Iniciamos a discussio do problema, elegendo
um referencial., O referencial mais CONVENIENTE & sempre o
do CM, que pode ser localizado assim. O referencial do CM =
antes da colisd@o é, por definicBo, o referencial em relacao
a0 qual o momentum total do sistema inicial préton -~ neutron
énulo, Por exemplo, se os prétons estfo contidos nos atomos
de hidrogénio das moléculas de uma substéincia hidrogenada si
tuada sobre uma mesa no laboratdrio, e se¢ os ncutrons inci-
dem de um rcator em diregfio & tal mesa, com uma velocidade -
de, por excmplo 103 m/seg, podemos localizar o referencial -
do ClM pelas seguintes consideragdes;

a., os prétons nas moldculas tem energia 01nétlcades
prezivel, normalmente muito menor gue 1 eV,

P Calcule a velocidade de um préton ou neutron cuja energia
cinética é igual a 1 oV,

b. os momenta do préton ¢ do neutron de energias de
ordem de eV sao despreziveis face aos outros mo-
menta envolvidos na reagfo, por exemplo do raio
¥ emitido.

P, Calcule o momentum de¢ um préton ou neutroen cuja  encrgia
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cinética € igual a 1 eV,

P. Calcule o momentum de um raio )r de energia igual a
2 MeV,

Dessas considerag¢des podemos concluir que o
referencial do .CM pode ser tomado como ¢ referencial do la-
boratdério, jd que no laboratdério o momentum total de siste~
ma n-p é PRATICAMENTE NUTLO.

Apesar de que o deuteron resultante da coli
880 ndo € um sistema ideal, devido &s fOrgas nucleares que
mantém o neutron e o préton ligados mhtuamente, notamos 0
seguinte:

c) ANTES da colisBo, a interagfo entre o préton e o neu
tron é desprezivel por estarem eles afastados um do
outro, No estado inicial o sistema préton-neutron
é, pois, IDEAL,

d) DEPOIS da colisfio, a interagiio entre o deuteron for
mado e o FOTON acompanhante é desprezivel, No es-
tado final o sistema deuteron-féton &, pois, IDEAL.

Temos, portanto, duas situag¢des, uma ANTES
da colisZ@o e outra DEPOIS da colis@o, em que estio eanvolvi-
dos sistemas ideais. (Se estivéssemos dispostos a sacrifi
car a clareza em troca do rigor dirfamos que temos DOIS ES-
TADCS IDEAIS (n-p) e (4- x) de um SISTEMA).

Os nossos resultados dos pardgrafos 36 - 45,
referentes a sistemas ideais sao, pois, aplicdvels ANTES e
DEPOIS da colis8o. Durante a colisfo nada podemos dizer
porque a Teoria da Relatividade n&o inclui métodos para dig
cutir a interagBo responsdvel pela formagBo do deutereon e
concomitante emissdo do féton,

A Eq. (48) nos diz, por exemplo, que & mas-
sa total M, do sistema p-n antes da colisfio & igual a
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m m
0,P 0,n
M. =m +m = ‘ + ’ (65)

2,2 2,2
\/1 - vy /c \/1 - v, /e

onde vy e vy sao as velocidades do préton e do neutron, No
referencial do CM essa massa Mi(§a MASSA DE REPQOUSO do sis-
tema ideal p-n, gue pode ser escrita como

_ CM, 2 CM, 2
M; = (mo,p + TP /e°) + (mo,n + T /e) (66)

CM

CM ~ . .
onde T e Tn sao respectivamente as energias cindticas do

préton e do neutron no referencial do CH.

. Por outro lado, também pela Eq. (48) sabe-
mos gque DEPOIS da colisfo a massa Mo do sistema d- ¥ en re-
‘lag@o ao mesmo referencial do CM & igual a

Me=mg +m_ = +Er/c>2

¥ l Ll 2"
1 .| a
c

ou explicitando a energia cinética

M, = (mo,d + TgM/cz) + (0 +'E%M/cz) (67)

onde'VgM é velocidade do deuteron em rela¢Bo ao referencial

do CM e E?M é a energia (massa) do féton, também no referen
cial do CM,

Sabemos também que o momentum total do sige-
tema d-y DEPOIS do choque, em relacgao ao referencial do CM
¢ m, g VO
=P +D = o +-§%¥/c (68)

a PE- ~
\/1 - (vgm c)z

—
Py
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8, A UTILIDADE DA TEORIA DA RELATIVIDADE

Todo €sse conhecimento referente aos siste
mas ideais, ANTES e DEPOIS, em SEPARADO, seria um conheci-
mento vazio SE A TEORIA DA RELATIVIDADE NAO ESTABELECESSE
UMA RELAGAO ENTRE OS ESTADOS INICIAL E FINAL DO SISTEMA,
Essa relagio & dada relos axiomas fundamentais da Figicas
o Principio da Conservag@io do Momentum e o Principio da Con
servagao da Massa (ou da Energia que € equivalente & Mas-

sa). .
Na solugdo de um grande nidmero de problemas

da Fisica de hoje é NECESSARIO e SUFICIENTE ums HABIL mani-
pulagéo des |

1) Teoria da Relatividagde,

2) Princfpios (e Conservagio, e

3) AproximacZo cldssica para baixas velocidades.

Vamos exemplificar essa manipulagZo resol-
vendo o problema da formagio do deuteron discutido no § 47,
supondo que a energia cinética do neutron e do préton é pe-
quena, por exemplp da ordem de 1 eV, _

Os Principios da Conservagfo do Momentum e
da Conservagado da Energia (massa)

aplicados ao nosso problema no referencial do CM nos 430
Pi 2 O * P = O (71)

ou seja,
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=0 (72)

= oM, O (73)

As Eqs. (72) e (73). s@o suficientes para de
terminar a energia cinética do deuteron, ou seja, o mddulo
da sua velocidade, Por outro lado, elas ngo sdo suficien-
tes para determinar a diregfo dessa velocidade., .Nés 86 O
demos afirmar que no referencial do CM @ deuterone o raio
sair@o em dire¢&o opostas, com momenta que se cancelarao
vetorialmente. X

Inicialmente vamos escrever as Egs. (72) e
(73) de modo a explicitar a energia cinética das partficulas.,
Temos:

Bal = mg" Vol = (Bgt/e? Vol (74)

e
EgM = mod°2 + TgM (75)

Portanto
P = (m g + T/BTH (76)

A Eq. (72) se escreve, pois
M, 2\, CM _ CM

(mgq + Tg /0°)Vg = e /e (77)
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R

Por outro lado, de m = m, + pl

» & Eg. (73) fica

M, 2  OCM,2 _ M, 2  .CM,?2
mog + Ty /cc + EB' ¢ = my Wy 4 TP /cc + it /e (78)

Essas .equagOes s&o EXATAS e podem ser resol

- vidas EXATAMENTE sem qualquer aproximag@o, = Isso porque tan

to no estado inicial como no estado final temos sistemas
ideais, No entanto,. estamos supondo gque a energia cinéti-
ca das particulas € desprezivel comparads com as magsas de
repouso (1,000 MeV = 10° eV). Assim podemos, na Eg., (77),
desprezar Td/c2 face a Tog © daf concluir que a velocidade
de "recuo" do deuteron serd aproximadamente (0,1%),

CM CM
Vg By
= ; (79)
C

cujo valor mumérico deve ser. muito menor gue a unidade, pa-~
ra néo contradizer a hipétese. Empirioamente,.EGM»z 2 MeV
e sendo mod02 = 2,00Q MeV podemos concluir gue V3 /¢ serd
da ordem de 0,1%, o que acarreta (VgM/c 2. 10'6, 0 que im~
plica através da Eq. (pg. 38) (‘é%?' = ; V2/c2) que TgM

¢® = 5.10~7 2,000 Me¥V Z 1,000 oV

serd da ordem de 5-10"7-mod

= 1 keV, o0 que confirma nossa hipétesey mod'?>TgM/62.

Essa energia de 1 keV é aproximadamente a
ENERGIA CINETICA MINTMA DO DEUTERON PARA QUE O SEU MOMENTUM
CORRESPONDENTE CANCELE O MOMENTUM DO FOTON,

—
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P. Calcule o momentum de um deuteron de energia igual a
1 keV, Compare com ¢ momentum de um fdton de energia
igual a 2 NeV,

Asgim, na Eq, (78) podemos desprezar no se~

gundo membro os t&rmos Tp e T (que s&o da ordem de 1 eV ou

- menor) em comparacao Tq ~ 1 kevV, EE'H 2 MeV e m, ~ 103 MeV,
Aquela equagBo fica, portanto,

= (mg, +my, = m 5)e® - oM (80)

op on

ou seja,
E§M= (938,21 + 939,50 - 1.875,49) MeV - T0%= 2,22 eV - 1M (81)

A energia cinética de recuoc do deuteron po-
de ser calculada pela Eg. (79) usando-se a aproximagio clés

sica, T = -%— movz. Ent@o temos,

2
CM 2
v E
TGM = L m 02 2 = . 2 g
= — E — .C
a od od
2 c 2 o c2
od
2
¥
= > (82)
2 modc

' que substituida na Eq. (81l) e transpondo TgM rara o primei-

ro membro, nos d4 oM
- EK‘ . :
EZ* (1 + = 2,22 NeV (83)
) 2 -

2 mode
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Como primeira aproximag@o, podemos, dentro
do paréntesis, desprezar E5‘~ 2 MeV face a 2 modc2~ 4,000MeV
e entdo concluir gue

CM
E
T

que estd em 6timo acdrdo com os fatos, F'3.
Uma vez obtido o valor de 'Eb" = 2,22 MeV po-
demos utilizar 8sse valor aproximado na Eq. (83). Escreven

do a Eq. (83) sob a forma

= 2,22 MeV | ' (84)

o 2,22 MeV
EZ‘ =
1+ EB’“/E_modcz

e expandindo o denominador em série, i.e., 1/(1+x) = 1-2x,

oM
1 _ Eg;*

=1 -

2 2

1+ EK,/z m4C 2 my4C

temos finalmente )
2,22 MeV .
EN = 5,02 MeV |1 - — = 2,22(1-6+10"%) (85)

) 3,750 MeV

0 recuo do deuteron modifica, pols, a ener
gia do raio L.e de 6 partes em 104 , COTrregao essa que s ¢
importante em trabalhos de alta precis3o. ,
Dis-cuta & reacéo inversa da formagBo do deuteron, i.e.:

d + % — n+ p, chamada a foto-desintegracio do deuteron,
realizada pelo bombardeio de deuteron por raios . Su
pondo Vé‘AB = 0 calcule VSM e VM op funcao de E7, . Moa-

~ b
tre que a reagao sé ocorre para Eb" 2 2,22 MeV,
P, Foi usada a gproximagao gue V%’IﬁB = 0. Na verdade, VgﬁB
é da ordem de 10° m/seg. Usando a transformaggo de Lo-

rentzi TL2, calcule EI&.AB sabendo-se que E%]f = 2,22 MeV e

que VC]SI}I:B é, por exemplo, 103 m/seg.. Essa corregio € im-
portante ou nBo. Face 2s Faa. (82) o (BEYya
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. AS LIMITACOES DA TEORIA DA RELATIVIDADE

Uma vez exemplificada a utilidade da Teoria
da Relatividade, é necessdrio compreender as suas limita-
goes. Por exemplo, ela nao explica rorque a energis do
raio ¥ na formag@o do deuteron & igual a 2,2 MeV (Eq. 84),
Isso é devido ao fato que a Teoria da Relatividade NAO B CA
PAZ DE CALCULAR A MASSA DE REPOUSO DO DEUTERON A PARTIR
1) DAS MASSAS DE REPOUSO DO PROTON E DO NEUTRON, 2) NOS MO=
VIMENTOS DESSAS PARTICULAS DENTRO DO DEUTERON e 3) DA ENER~
GIA DE INTERACAO p-n, Se a Teoria da Relatividade nos per
mitisse calcular a massa de repouso do DEUTERON, o principio
da conservagho da energia (massa) nos permitiria concluir
que o déficit de massa (2.2 MeV) teria que ser compensado
pela emissao de 2.2 MeV sob uma forma ou outra de energia.
No entanto, o conteido da Teoria da Relatividade nfo é sufi
cientemente amplo para tratar com EXATIDAO de problemas que
envolvenm interagfes. Apesar disso a aplicagzo dos Prinef
pios de Conservaglo juntamente com a Teoria da Relatividade
cobre um grande ndmero de gituagoes importantes na PFisica
Moderna., Por exemplo, a partir SOMENTE do conhecimento das
MASSAS de repouso do préton, do neutron e do deuteron, (F )
que implicam num déficit de massa de 0,0025 uwam, podemos
concluir do Principio da Equlvalencla entre Massa e Ener-
gia, e do Principio da Conservagdo de Energia (Massa) que
na formag&o de um deuteron a partir de um neutron e um pré-
ton serd liberada sob uma forma ou outra, que nfio poderia-
mos especificar, uma ENERGIA equivalente a 0,0025 uam, ou
seja, 2,2 MeV. O Prinecipio da Conservaggo do Momentum nos
garante, ainda mais, que essa energia de 2,2 MeV deve tam-
bém possuir um momentum adequado.

Graficamente podemos exprimir o uso e as 1i
mltagoes da Teoria da Relatividade considerando o grdfico
que simboliza uma reagao

A+B+C...—-’a+'b+c...
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/
onde "A“, "B", "C", etec, si@o particulas incidentes e "al,
"b", "e", etec, sdo particulas emergentes., Essas particu-

las INTERAGEM quando estBo localizadas dentro de uma regizo
R. Fora de R as particulas nd@o interagem, e podem ser con
sideradas como um sistema ideal, tanto 4, B, C, ..., ete,
como &, b, ¢, ... ete, Podemos aplicar a Teoria da Relati
vidade aos sistemas ideais inicial e final, MAS NA0 NA RE-
GIAO R DE INTERAGAO, Os Principios de Conservaciio do Mo-
mentum ¢ da Conservagdo da Energia (massa) nos permitem es-
tabelccer RELAGUES entre os estado inicial e final., Embora
ésses Principios VALHAM TAMBEM DENTRO DA REGIAO R, af a Teo
ria da Relatividade n8io € capaz de tratar da interagfo, i.e.,
da cnergia potencial, com EXATIDAO. ©No caso do DEUTERON =
regiao de INTERAGAO p-n emvolve o deuteron, i,e., grafica-
mente, jd que dentro do deuteron existem um préton ¢ um neu

M

tron com uma intcragio (que os mantém ligados) que n3o

desprezivel.
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Gostariamos de¢ estudar o movimento rclativo
intimo do préton ¢ do ncutron, suas érbitas, cte, dentro do
deuteron. Pare isso temos que¢ introduzir a encrgis poten-
cial de interag&o deo préton com o neutron, ¢ na Teoria da
Relatividade n8o estdo incluidos meios para discutir com
EXATIDAO esses movimentos sob interacBo, a nfio ser no easo
da interagfio clctromzgnética, No entanto, o baixas veloci
dadcs podemos introduzir conceitos tais como forg¢a e ener-
gia potencial, ¢ resolver o probleme aproximadamente, obten
do resultados que apesar de ndo screm cxatos, s&o mclhores
que os da Mec@nica Cldssiea,

A UTILIDADE DA MECANICA CLASSICA

Quando as velocidades sao extremamente bai~
xas a Teoria da Relatividade d4 os mesmos resultados que a
Mec@nica Cldssica, e por isso um grande mimero de problemas
de Fisica e a grande maioria dos problemas de Quimica & Cia.,
prare os quais a Fisica é relevante, podem ser tratados pela
Mecénica Cldssica, utilizando conceitos tais como forca e
energia potencial, Essa € a razf@o para estudarmos a Meoc-
nica Cldssica e seus métodos.

Por exemplo, da Quimica sabemos que da rea-
¢2o de Carbono com Oxig&nio pode resultar monéxido de carbo
no. Consideremos, n3o a reag¢io verdadeira que envolve mo-
léculas diatdmicas dc oxiglnio 02 e talvez carbono sob for-
ma de grafite, mas sim uma rea¢do hipotética entre CARBONO
GASOSO MONOATOMICO e OXIGENIO GASOSO MONOATOMICO,

C+0—»CO (86)

Sabemos, por meios indirctos da Quimies,que
essa reagdo libera aproximadamente 220 kCal/mole, ou seja,
aproximadamente 10 ¢V/mcldcula, Bsses 10 eV representam a
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ordem de grandeza da encrgia de interaczo do dtomo de carbo
no com o do oxigénio dentro da molécula de monéxido de car-
bono. Essa energia de 10 eV € t&o menor (~ 3. 10'10) gque a
energia de repouso da molécula CO (C = 12, 0 = 16 .*, CO =
2 28 uam = 28-10° eV) que podemos desprezar qualquer efeito
relativistico nas propriedades da reagdo e da molédocula de
CO e utilizar tranquilamente a Mecanica Cldssica.

0s métodos da Fisica Cldssice aplicados a
ésse problema, levando em conta as vdrias interagoes ELETRO
MAGNETICAS entre os 14 elétrons e os dois micleos seriam
suficientes para prever que na reagao (86) seriam liberados
aproximedamente 10 ¢V mais a cnergias cinética inicial. Ain
da mais &ésses métodos da Fisica Cldssica seriam suficientes
para analisar com PRECISAO os movimentos'(drbitas, frequén-
cias, ete) dos dtomos C e O dentro da moldeula CO.

Isso significa que por se tratar de movimen
tos a baixissimas velocidades a FPisica Cldssica resolve o
problema tanto fora da regifio de interac8o de C com O (con-
servagac de momentum ¢ de¢ cnergia) assim como dentro da re-
gi8o R de interagfo de C com O, i.e., dentro da moldeula CO.
Graficamente temos

- -
- -

Tt r"‘f;;:;gﬂaaﬂ“"

_#'_,,-&~"”'A \\\\‘Sﬁjvmﬁn

Em particular a Meclnica Cldssica nos daria
que a massa da molécula de CO é igual 3 soma das magsas dos
dtomos de Carbono e dc Oxigiuaio, i.e., a Lei de Lavoisier.

Além do mais os métodos da Fisica Cldssica
geriam suficicntes para analisar com PREGISIO, (porém sem
EXATIDAO)

R T
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1) a reagio inversas

CO+ 10 eV —a4 C + 0 3
2) a reagio macroscépica real:

: 1
C (grafite) + ~—— 0, (gds) — CO(gds) + 220 kCal/mol ;
2

3) os movimentos atdmicos e moleculares no grafite, oxig8-
nio e monéxido de carbono.,

,”:\\‘-
. P, Um dtomo de Oxiglnio (mye = 16 uam) com uma energia cing

”/tica no referencial do laboratério igual a 1 eV, incide
sbbre um dtomo de Carbono (my = 12 uam) em repouso no La

boratério. Calcules
LAB

(1) Vop /e

(2) Vg'qu/c

CM
(3) Tc+0/ev

1. O FRACASSO DA MECANTCA CLASSICA

No entanto, se a energias cinétioca dos dto-
mos de Carbono e Oxigénio for suficientemente grande, diga-
mos 107 MeV (o que é diffcil de se realizar) pode resultar

uma reagdo esquisita do ponto de vista da Qufmica, De fato,
suponhamos que se trate dos isdtopos mais comuns, C-12 e 0-16,

ice-, 12 16
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Essa colisfo com energia cinética bastante
grande pode provocar a aproximacac intima dos dois ndcleos
e consequentemente a FUSAO NUCLEAR formando um micleo mais
pesado, como no caso da formagao do deuteron. 0 micleo for
mado geria o (14, 28) que sendo 14 & Silicio e portanto,
1433‘.28, que é justamente o isétopo mais abundante do Si (93%).
Teriamos

cl? 016

6 + g - 148128 (87)
com a liberagéo de uma certa quantidade de energia que logo
serd calculada,

Nesse caso, a Fisica Cléssica daria resulta
dos completamente em desacbrdo com a experiéneia.

A comeg¢ar pela lei de Lavoisier (conserva-
¢io da massa de repouso) que ndo & vdlide na reagBo (87) de
vido a enorme energia liberada que produz um déficit de mas
sa. De fato, os valores empiricos das massas pertinentes
880 :
Ciz)

m(6 = 12,00000 uam

16
m(g0™") = 15,99491 uem (88)
m(145128) = 27,97693 uam

o que evidencig um déficit de massa igual a 0,0180 uam,
que é equivalente a 16,8 MeV,

Nesse caso a Teoria da Relatividade (Prin-
cipio da Conservagiio da Massa e da Equivalencia Massa-Ener-
gla) nos garante que serd liberada DE UMA FORMA OU DE OUTRA
uma energia igual a 16,8 MeV mais a energia cinédtica dos mj
cleos incidentes. 0 Principio da Conservacio do Momentum
nos garante que essa energia possul um momentum adequado pa
ra cancelar o momentum de recuo do micleo de Silicio formado.
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P, Supondo que na reagdo (87) o déficit de massa seaa carre
gado sob a forma de um UNICC raio Zﬁ e repetlndo as
etapas do § 48 calcule:

a) a velocidade de recuo Vg¥ do micleo de Si ;

b) a energia cindtica correspondente, ¥ necessdrio usaer
a equaczo relativistica®?

52. NOVAMENTE AS LIMITAgaES DA TECRIA DA RELATIVIDADE

Apesar de que a Teorla da Relatividade nos
permite calcular os detalhes do estado final da reacao (87)
(i.e., energia liberada e o recuo do micleo de 1481 8), ela
néo seria suficiente para tratar dos movimentos (6rbitas,
frequdnecias, etc) internos do ndcleo de 14 28 resultante,
a ndo ser de uma maneira aproximada, Essa incapacidade re
flete a limitagdo da Teoria da Relatividade ao tratar de
gistemas com interagdo (no caso, o micleo de 14 12 ). No
cago da reagao (86) a Mecénica Cldssica era capaz ndo sé de
calcular os detalhes do estado final (i.e., energia libera-
da e o recuo da molécula de CO) megs TAMBEM dos detalhes dos
wovimentos internos (6rbitas, frequineias, ete) da molécula
CO resultante, Isgo ¢ devido ao fato que a velocidade das
particulas (14 prétons e 14 neutrons) que compdem o micleo
de 14812 sa0 compardveis & velocidade da luz, ao passo
que a velocidade dos dtomos de C e 0 que formam a moldculs
CO ¢é baixissima comparads com a velocidade da luz.

60

,f”JEE”’A k\\\\\ﬁHV\\
60 16,8

-
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53. A TEORIA DA RELATIVIDADE E A ENERGIA POTENCIAL

Apesar de que a Teoria da Relatividade nao se
aplica a0 estudo dos movimentos internos de um sistema com
imseragfo, ela se aplica ao estudo dos movimentos externos
désses sistemas, i,e., aos movimentos desses sistemas consi-
derados como particulas. Assim, a Teoria da Relativi
dade néo se aplica (ou melhor, sé se aplica APROXTMADAMENTE)
ao estudo dos movimentos internos dos prdétons e dos neutrons
dentro de um micleo, por exemplo, deutério, carbono, oxigé-
nio ou silicio. Portanto, a Teoria da Relatividade nzo ¢€
adequada pare calcular com exatid@o, por exemplo, a MASSA DE
REPOUSO do deuteron a partir das massas. de repouso do prdéton
e do neutron, de seus movimentos INTERNOS e de sua interagsao,
Isso significa que 2 Teoria da Relatividade n3o pode exten-
der & Eq. {57) para incluir COM EXATIDAO o cfeito da INTERA-
CLO sdbre a massa de repouso de um sistema, ou seja, sbbre a
sua ENERGIA INTERWA, No entanto, uma vez conhecida EMPIRI-
CAMENTE a massa de repouso de um sistema REAL, p.ex, deute-
ron, carbono, oxige&nio, silfcio, ete, a Teoria da Relativida
de se aplica ao estudo dos movimentos externos d8sses siste-
mas reais, por exemplo, ao estudo da reacglo (87).

Se quisermos estudar APROXTMADAMENTE os movi-
mentos INTERNOS de um sistems cujas particulas interagem mh-
tuamente, somos levados 2 introduzir o conceito de ENERGIA
POTENCIAL da Mec&nica Cldssica para descrever como a intera-
¢8o depende de CONFIGURAGAO do sistems. Isso nSo0 pode ser
feito de uma maneira VALIDA PARA TODOS 0OS REFERENCTIAIS (a nio
ser no caso da interacg@o eletromagnética) o que viola o Prin
cipio da Relatividade. No entanto, se as velocidades dos
movimentos internos no referencial do CM s@o Pequenas, compsg
radaes com a velocidade da luz, podemos introduzir o conceito
de ENERGIA POTENCIAL de interac¢io e estudar os vdrios esta-
dos de movimento interno. Degsa maneira podemos calcular =z
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energia INTERNA, i,e., a energia em relagio ao referencial
do CM, o gue significa a massa de repouso. Por falta de me
lhor aviso estudamos &sses movimentos internos supondo que a
massa de repouso de cada particula componente nao € alterada
pela sua interag¢go com as demais companheiras. Isso signi-
fica gque no caso do DEUTERON, por exemplo, estudamos os movi
mentos internos conjuntos de um préton e neutron com uma cer
ta energia cinética, uma certa energla potencial, e cujas
massas de repouso s8o as mesmas que cada uma dessas particu- -
las tem quando estdo isoladas. J4 mencionamos que no caso
de movimentos intraatGmicos e intramiucleares a dificuldade
maior sBo os fendmenos guanticos.

No caso do deuteron um estudo desse tipo in-
cluindo os efeitos quénticos, nos indica que o déficit de
massa de 2,2 MeV provém de aproximadamente 20 MeV de energia
cinética e =22 MeV de energia potencial correspondente & atra
¢ao mitua entre o préton e o neutron, Isso corresponde =
escrever

CM

mg =m +m + T+ U (89)

op on

onde TCM no caso do deuteron vale aproximadamente 20 MeV e

U aproximadamente -22 MeV,

No caso do dtomo de hidrogénio, i.e., o estu-
do dos movimentos internos de um sistema constitufdo por um
préton e um elétron, nos dd pCH _ 13,6 eV o U = =27,2 eV,
o que implica um déficit de massa a T + U igual a ~13,6 eV.

A COMPOSICAO APROXIMADA DA MASSA DE REPOUSO

DE UM SISTEMA REAL

A Eq. (89) é um caso particular da expressio
da massa de repouso de um sistema de particulas com intera-
¢80, segundo um esquema de aproximac¢fo em gque as interagoes
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mituas sf8o descritas por uma energia potencial.
Dentro dessa aproximac¢g&o podemos escrever a
massa de repouso Mo de um sistema real

- M -
M, = ngk + E:tk + T _zmo’k+ E, ¢ (90)

onde by é a energia cinética da kéaima particula no seu movi

mento interno em relagéo ao referencial do CM, i,e.,, em rela
g8o ao referencial em que o sistema (partfoula ou ndo) como
um todo, estd em repouso; U é a energia potencial TOTAL. A
soma U + E:tgm foi denominada de ENERGIA INTERNA porgque ela
é a parte da ENERGIA DE REPOUSO do sistemé gue depende dos
MOVIMENTOS e CONFIGURACOES INTERNOS., Se as forcas sSo pre-
dominantemente atrativas a energia potencial é NEGATIVA e se
essas forcas sAo suficientemente fortes, U poderd em mdédulo
ger maior gue Ejtgm, 0 que resultard numa massa de repouso
MENOR que as somas das massas de repouso, i.e., enmergia in-
terna negativa, que é o caso do deuteron e de todos os siste
mas ligados. '

A Eq. (90) & uma generalizagio (embora aproxi
nada) da Eq. (57). Excetuada essa Eg, (57) |que a4 seu lu-
gar & BEq, (90)|, t8das as equacdes dos §§ 36-45 referentes a
sistemas IDEAIS permanecem vdlidas também para SISTEMAS REAIS.

55. CONSERVAQKO DA MASSA DE REPOUSO DE UM SISTEMA ISOLADO

Nos exemplos das reagdes da formag@o do deute
ron pela colisdo de um neutron e um préton, e da formacao do
145128 pela colisdo de 6012 0l® pudemos observar que a
massa de repouso das partfculas envolvidas nao se conserva
entre o infcio e o final da reagao. No entanto, notando gues

com 8
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1) a massa de repouso de um sistema, tanto IDEAL, como
REAL, € a ENERGIA désse sistema no referencial parti
cular do CM;

2) o principio da Conservacfo de Energia (Massa) vale
em qualguer refereacial

podemos concluir gque

"4 MASSA DE REPOUSO DE QUALQUER SISTEMA
(IDEAL OU REAL) ISOLADO SE CONSERVA", -

0 déficit Massa de Repouso nos exemplos men-
cionados nao constitui uma violagao da Conservacao da Magsa
de Repouso. E necessdrio compreender gue o que se conserva
é a massa de repouso de um sistema ISOLADO, o que significa,
por exemplo, que no caso da formagao do deuteron nao podemos
deixar escapar o raio § que, fazendo parte do estado final
do sistema, contribui para s massa de repouso do gistema no
estado final, assim como também contribui a energia cinética
do deuteron.

Consideremos & reagao de formacao do deuteron
a partir de um préton e de um neutron em repouso (i.e., com
velocidades despreziveis) dentro de uma "caixa", No final
da reacd@o teremos um deuteron com uma velocidade baixa, Equa
¢do (79), e com energia cinética desprezivel, 1 keV pelaEqua
cao (82), Juntamente com ¢ deuteron teremos a emissao de wm
raio & de 2,2 MeV, Consideremos dois cascs: a) caixa de
paredes finas, "opacas" para o deuteron, porém "transparen-
tes" para o raio ¥ , que portanto escapa do sistema; b) cai
xa de paredes grossas, '"cpacas", tanto para o deuteron como
para o raio ¥ , que portanto & ABSORVIDO pela parede.

No caso (a) teremos no estado final um deute-
ron priticamente em repouso {1 keV), cuja massa (de repouso)
é 1.875,49 MeV, e portanto menor que a massa de repouso ini-
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cial, ou seja, m, +m, = 938,21 MeV + 939,50 MeV=1.877,71 MeV.

Nesse caso hd um aparente déficit de massa de repouso eguiva
lente a 2,22 MeV, A massa de repouso dimimuiu porque o sig
tema ndo estd ISOLADO, De fato um raio & escapou carregan
do os 2,2 MeV correspondentes ao déficit de massa (numa and-
lise EXATL da rea¢io devemos inclulr na massa de repouso 4o
estado final, também a energia cinética em relagao ao CM,

1 keV, do deuteron formado, que &, no entanto, desprezivel),

No caso (b) temos duas maneiras de encarar o
sistema: 1) incluimos a "caixa" como parte do giatema, ou
2) nfo a incluimos.

Sea "caixa" ndo foi inclufda como parte do
sistema entBo a massa de repouso do sistema terd dimimifdo,
novamente, de 2,2 MeV, No entanto, podemos afirmer que ten
do a "caixa" ABSORVIDO o raio & 2 sua massa de repouso terd
sofrido um aumento de 2,2 MeV. Nesse caso podemos concluir
que se 2 massa do sistema p-n diminuiu, entfo a massa de um
outro sistema ("caixa") aumentou exatamente do mesmo valor,
Esga € uma das maneiras de emunciar qualquer Principio de
Conservagao,

Por outro lado, incluindo & "caixa" como par-
te do sistema, nf@o haverd diminuicfo de massa de repouso do
sistema amplo. De fato chamando de M a massa de repouso da
"caixa" no inicio da recgl@o e M' a sua massa no final da reg
¢do teremos M! = M + 2,2 MeV devido ao acrdéscimo de massa da
caixa pela absorg¢do do raio ¥y de 2,2 MeV que provavelmente
produzird um AQUECIMENTO da "caixa, Assim, teremoss
m:p + Wy + M = my + M,

P. Assumindo valores razodveis para o ealor cspceifico ¢ pa-
ra & massa da "caixa", calculc a elcvagioc de tomperatura
da "caixa" devida & abzorgdo do raio ¥ de 2,2 MeV.
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(;B,/Nas condigbes do P, anterior calcule guantos raios de

LY@L2 MeV seriam necessdrios para produzir um sumento de tem
peratura da ordem de 10™> °C, Calcule, entdo, a massa
de Deutério produzida, Em seguida, discuta a possibili-
dade de se calcular a energia do raioc ¥ calorimdtricamen-
te, i.e., medindo o aumento de temperatura, e a gquantida-
de de deutério produzida.

Un exemplo bastante comum nos livros, e de cer
to modo deletério & a colisao +totalmente ineldstica de duas
bolas id&nticas, Se m, é a massa de repouso de cada bola e
v € «~v as suas velocidades no CM temos

E1CM = om o + 2 pOM (91)

onde T é a energia cinética de cada bola em relagio ac CM.
Apés a colisBo. (totalmente ineldstica) teremos uma dnica per
ticula, que, pelo Principio da Conservacio do Momentum, estd
en repousc uo referencial do CM, e cuja energia Ef, no refe-~
rencial do CM, é pelo Principio da Conservacio da Energia
(massa), igual a E,, ou seja,

CM 2 GM)

Ef_ = 2(m°c + T (92)

Como a partfcula estd em repouso no referencial do CM, EgM é
a proprie massa (energia) de repouso, ou seja,

M, = 2(m° + Tcmybz)' (93)

onde M ¢ a massa de repouso da partfcula "composta" apés a
colis3o, °

Costuma-se (inadvertidamente) dizer que "a mag
sa de repouso do objeto composto é maior, porgue a energia
cinética inicial 2T foi convertida em energia internsa ( calor)
e em energia potencial (deformagBo). Embora essas conside-
ragbes sejam justas nao é convenlente excluirmos da massa de
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repouao'do sistema inicial de "duas bolas" a sua energia ci-
nética inicial ZTGM. Se incluirmos essa energia cinédtica

inicigl na massa de repouso do sistema inieial, como alids

nos obriga a Equagio (57), ent®o ndo terd havido variacao de
massa de repouso devido & colisdo ineldstica. Negspe exem-
plo, a aparente variagio de massa de repouso de um sistema

ngo é devido a termos considerado um sistema aberto, mas sim
devido a uma compara¢@o que nao envolve reagfc ou pProcesso
fisico algum. Isto é, 2m é a massa de repouso de duas bo-
las, CADA UMA em repouso, € que por estarem em repouso ja-
mais poderiam colidir e formar wum objeto de massa dife~

rente de 2mo.

O VALOR DE UMA REAGAO

Se analisarmos uma reac¢do 8o tipo
A+ B+ oo =28 +D + € ... | (94)

verificamos que a SOMA das massas de repouso do primeiro men
bro, m , + Myp + +es, €W geral ngo é igual & SOMA das massas
de repouso do segundo membro, m, + My + By + eve o Situg
cOes tais foram encontradas nas reagoes (64) e (87).

J4 compreendemos a razao dessa variagao de mag
sa de repouso, & luz da Congervacao da Energia, i.e., essa
variagBo de massa de repouso é compensada pela variagdo da
energia cinétioa. Justamente para poder predizer a varia-
cao da energia cinética provocada pela reacgao é que a COMPA-
RAGXO DA SOMA DAS MASSAS DE REPOUSO é uma comparagao util.

De fato, na reagio (94) ndo existe interagdo
entre as partes A, B, ... do sistema inicial, nem entre as
partes a, b, €, ... d0 sistema final, embora existam intera-
¢%es, por exemplo, entre as particulas que formam a particu-
1a A, ©No entanto, essas interagGes s@o emplricamente des~
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critas pelo valor da massa de repouso da particula A, Isso
significa que o sistema inicial A, B ... & um sistema IDEAL,
embora as suas particulas componentes A, B ,.. ngo o sejanm,
Sendo sistemas ideais, temos para as massas de repousc 4o
sistema inicial e do sistema final,

M(i) - Lmo, + Zt_?ﬂ (95)

M(f) L,m o Ztgm (96)

Ondei-:-ﬂ-,B--. 9f=a,b,ca-..

Pelo Principio da Conservagao da Massa (Ener-
gia) temos Mgi) = M(f) , Cu seja,

}:moi Zt l....mo, +Zth (97)

Denotando a energia cinética EXTERNA TOTAL no

infecio e no final da reag@o por Tixt e Tg.xt y 1.8,
Sl . Time

podemos escrever a Bq, (97) sob a forma

2Mgs = D Bgp = XY - mp* (99)

que exprime, justamente, que gqualquer varijacao da SOMA das

massas de repouso € cowpensada pela variacao de energia ciné

tica EXTERNA (i.e., n3o incluindo energia cindtica interna a
cada particula 4, B .., a, b, C ...).

- A variagao das SOMAS das massas de repouso de
uma reagfo se chama o VALOR dessa REAGKO, que & denotado pela
letra Q, i.e.

VALOR = Q = Ym ;- 2m o (100)
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Da definigdo do VALOR de uma reagfo,Eq.{100),
e da Eq. (99) podemos, no caso de uma reagao cujos estados
inicial e final sfo, AMBOS, sistemas IDEAIS, concluir que o
VALOR Q dessa reag@o representa a VARIAGKO DA ENERGIA CINETI
CA PRODUZIDA pela reagi@o, i.e.,

_ mext ext
Q=157 - I (101)

Essa variagdo € importante (e portanto o conceito de VAIOR),
porque € justamente a ENERGIA CINETICA EXTERNA aguels parte
da energia de um sistema que pode ser utilizada retirando-a
do sistema. Por exemplo, no caso da formagdo do deuteron,
a energia cinética do raio }f pode ser aproveitada, por exem
Plo, para aguecer a "caixa". A letra Q € reminiscente do
simbolo usado para exprimir "quantidade de calor"., Note que
a definigéio de VALOR Q & tal, que &le & positivo quandoa rea
¢80 provoca um aumento de energia cinética, e negativo no ca
so contrdrio. Reagdes Uteis sBo, pois aquelas cujo Q €
POSITIVO.

DESINTEGRAGAO NUCLEAR

Vamos considerar um micleo AXZ cuja massa de
repouso denotaremos por MX Suponhamos que éle se desinte~
gre EXPONTANEAMENTE em vérios micleos menores, elétrons, f£é-
tons, ete, a, b, ¢, ..., Cujas massas serao denotadas por
B9 By ete. O referencial do CM & aqudle em que o mi-
cleo inicialmente se encontra em repouso. A reagao de de
sintegrag¢ao se escreve

Z

X" a8 + D + C + 400 (102)

¥:\
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O VALOR dessa reagao &, por definiglo, iguala

2 My - Z:mok (103)
ext
k=28, by ¢ «v. . Negse casgo Ti = O, e o significado do
valor da reagao 4, de zcdrdo com a Eq. (101)
- Sy (104)

onde estd subentendido gue a energia cindtica € em relacio
a0 referencial do CM, i.e., em relagao ao ndcleo iniecisal.

Da Eq. (103) vemos que O VALOR Q DE UMA REAGAO DE DESINTE-
GRAQIO EXPONTANEA £ IGUAL A ENERGIA CINETICA DOS PRODUTOS DA
DESINTEGRAGAO,

P, Umn neutron isolado se desintegra expontfneamente, e esta~
tisticamente em 12 min, produzindo um préton, um elétron
e um neutrino, i.e.,

n—3Dp + 0 + 3 (105)

Calcule em MeV o VALOR dessa reagao de desintegracio, a
partir das massas de repouso:

n 1,008665 uam

n
Wy = 1,007825 uam
Loe = 0,00055 wuam
mO\.} 20

Calcule o momentum e¢ a energia cinética do préton, para se
convencer que a energia cinética do préton € desprezi -
vel, devido & sua grande massa de repouso (imitec a dis
cuss@o da reagfo de formagBo do deuteron). Face = esse
resultado, qual € o significado do VALOR dessa reagdos
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Se o0 valor Q de uma reagdo de desintegraqao
do tipo (102) é NEGATIVO a Eq. (104) nos mostra que as parti
culas resultantes deveriam ter ums energia cinética NEGATIVA,
o que ¢ absurdo. Concluimos portanto gue um Q<< 0 € SUFI-

CIENTE para excluir s possibilidade de certas desintegracoes
exponténeas,

P. Suponha que um prdéton rossa se desintegrar expontfneamen-
te em 1) um neutron, 2) uma particuls X de carga positive
€ massa de repouso diferente de zero e 3) uma partfoula Y
de massa de repouso mla, i.e.,

pP—n+xt sy (106)
onde
Bop = 1,007825 uam
Doy = 1,008665 uam
nx #0 e
Dy = 0

Nostre que essa reagBo (106) ¢ IMPOSSfVEL, QUALQUER que

seja a particula X. Compreenda, assim, a razio da ESTA-
BILIDADE do préton.

P. Da mesma forma prove que DEUTERON & estdvel, i.e,, a rea-
¢ao
1H2-—}p+n+X+Y (107)

é impossivel qualquer que sejam as particulas X e Y,

ny = 2,0140 vanm,

P, Da mesma forma prove que o TRITIO ( H3) é susceptivel de
se desintegrar segundo & reacao
3

1B — 2He3 + 6 + ¥ (108)

i
[
|
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onde
mo(lHB) = 3,01605 uam

m°(2He3)_= 3,01603 uam

m (e) = 0,00055 uam

Compreenda agsim porque o TRITIO é de fato instdvel, de-
caindo para hélio-3 estatlsticamente em 12 anos.

Analise a possibilidade do tritio se desintegrar, emitin-
do um neutron, i.e.

1H3-——4 1I-I2 +n+Y {109)

onde my poderia ser nula,

Analise as vdrias formas gue um micleo de hélio-3, He?

3

poderia se desintegrar expont&neamente, i.e.,

1) Hed — H3 4+ et 4+ X

2 1
2) 2He3 — 1H2 +n+et + X (110)
3 2 1

3) oHe” —= (H + lH + X

4) 2He3 —_— 1H1 + 1H1 + n + XM
caleulando o valor Q de cada uma dessas reagtes. Entao

compreenda porque o 3He2 & ESTAVEL.



-128-

58, FUSAO NUCLEAR

O inverso de uma reagao de desintegracao (102)
de um nucleo, é a reagao

B4+ D+ CF eee — AXZ + L+ z (111)

Essa reagac significa que vdrios micleos (nor
malmente DOIS) a, b, ¢ .., se junvam formando um UNICO ni-
cleo X, (e eventualmente uma part{cula leve L com masgsa de
repouso mito menor que MX e alguma partficula z de massa de
repouso mula, veja Eq. (113)), Esse processo se chama FU-
SR0 NUCLEAR, e ao que tudo indica SERL "A" FONTE DE ENERGIA |
DO FUTURO PROXIMO. A reagao de fusZo MAIS SIMPLES € a FU-
SAO DE UM PROTON COM UM NEUTRON, PRODUZINDO O DEUTERON E UM
RATO ¥ , Eq. (64), . _

O VALOR dessa reagao é, por definigdo, iguala

Q% Yy - (g + 1) (112)

k=a, b ¢ ... « 0 significado do valor Q da reacgao de fu

s8o &, de acdrdo com a Eg. (101), Q = T§Xt - Tgxt

As reagBes de fusao podem ser divididas em
duas classes:

1) Q< 0, o que implica que T, Ty 0 que do ponto
de vista utilitdrio nZo tem inter&sse, pois a ener
glia ‘JJi fornecida no infecio é malor do que aquela
T, liberada pela reagao de fus%o. Bese tipo de
fusdo NAO OCORRE, pois, EXPONTANEAMENTE, i,e., se
T; = O deveriamos ter T, < 0y 0 que & abgurdo. 4s
reagoes de fusao com Q "O 86 tem inter&sse para o
fisico profissionel.
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2) Q >0, o que implica Te >T,, 0 que do ponto de vig
ta utilitdrio é interessante, pois ésse tipo de rea
¢cao de fusBo produz um GANHO DE ENERGIA CINETICA,
Ainda mais as REAGOES DE FUSAO COM Q >0 PODEM OCGR
RER EXPONTANEAMENTE, i.e., mesmo ge T, = O teremos
T, >0, o que significa que & reagao € possivel.

Demonstre que numa reagdo de fusBo com Q< 0, o valor =Q
representa a energia cinética INICIAL minima capaz de pro
vocar a fusao, produzindo um micleo fundido em repouso.
Qual € o referencial do CM?

\ ‘
é.,-‘Na reacao de fus@o, um raio ¥ pode ser emitido Jjuntamen~

P.

te com o micleo fundido. TNesse caso o Principio da Con-
gservagac do Momentum nos mostra que o micleo fundido na@o
pode estar em repouso no CM, e gque portanto pessui uma
energia cinédtica, Se. ET é a cnergia do raio Y e MX &
a massa de repouso do micleo fundido, calcule a energia
cinética TX do micleo produzido. Nessc caso Tf serd
igual a E)f + Tx. Observe quc a maior parte da energia
cinética no estado final & carregads pelo raio 3 - No
cagso de Q <C O calcule, entao, a cnergia cinética INICIAL
minima capaz de provocar a fusBo, e conclua que ela é
MAIOR que -Q. Qual € o referencial do CM?

No caso de Q >0 a reagho de fusfio pode ocorrer. EXPONT2-
NEAMENTE, i.e., mesmo se T, = O, Demonstre que se Q >0
o VALOR Q representa a energia (cinética) liberada a par~
tir da fusao expontinea dos mjicleos.

Calcule o VALOR das seguintes reagbes de fus@o e interpre
te o8 resultados:
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n+1H1——91H2 ¥
1H1 + 1H1 —11H2 + et 4+
1B+ B e 10 4 ety
B 4 1H5 — 2He4 +n (113)
1B+ pHe? — Het 4 _Hl
1B+ B — B3, ml
1H2 + 1H2 —-a-zHe3 + n
m(2He4 = 4,00260 uam)

P, Calcule em eal/grema a ordem de grandeza das energias 1i-
> beradas nas reagoes (113), Comparc 8sse valor com o ca-
lor liberado em reagbes quimicas, por exemplo, com calor
de combust@o de matéria orglnica.

ENERGIA DE ITGACAO

Quando as fsrgas entre as partfeunlas consti-
tuintes de um sistema s8o predominantemente atrativas, uma
colegao dessas partfculas tom a tond8ncia a se juntar para
formar um sistema estdvel. O VALOR de uma reagfo d&sse ti-

po (fuszo, sintese, formacho) & positivo e representa o "ecag-

lor" liberado durante a reacao, Escrevendo a reacso de sin
tese de um sistema X a partir das suas partes elementares
gy Dy, €, ...

8+Db+C+ 40 =X+ 3z (114)
onde z € uma (ou mais) partfcula de massa de ‘repouso nula
que, para conservar o momentum, carrega a maior parte da ener
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gia cinética externa no final da reacao., A energis cinética
de z normalmente aparece sob a forma de calor. £ o caso, por
exemplo, das reagbes quinicas exotérmicas., O VALOR Q da reagao
(114) & chamado = ENERGIA DE LIGACAO 4. do sistema X, ou seja,

J’X = Qs:[ntese (115)

onde f, v ¢ a energia de ligago do sistema X o

> sintese
VALOR da sua reagfo de sintese,

A FNERGIA DE LIGAQAO DOS NUCLEOS ATOMTICOS

Seja ZXA un micleo atdmico constitufdo de 3
prétons e N (= A-2) neutrons. A reagao de sintese d8sse g

- cleo seria

Zp + Nn —s ZXA + 2 (116)

onde z € ainda uma partfcula conveniente de massa de repouso
milg, '

P. Escreva a reagio de sintese dos nicleos, 1H2, 1H3 ’ 2He3
' 6 6

He® 117,

JHet, jme’, 312, 5128, 147, 311° 3

) Por definigio, Eq. (114), 2 energis de liga-
¢do do micleo ZXA € o Q da reagio de sfntese (115), i.e.,

of) =Zmy, +Nm - M (117)

P. Calcule emMeV a energia de ligagao dos micleos constantes
da Tabela seguinte, completando-a,
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1
Mo- ! Energia
Abundn- dos | Ener- Eoer- de
116 | Massa Vida g: g:a delgia |Ligacgao
b - ain- por
¢la naiy sin-| tegra-| 3¢ -IL! orty
topo atdmica | Média <8t pari~
ral (%) ' ’ z.f.; %Mev) gagao il }i
i Qa0 J;Mev
ot 1,008665| 12m |2 | 0,78
| {BL | 99,985 |1,007825
'_LH2 0,015 |2,0140
B 3,01605 12,26 a| /3 | 0,019
,He> | 0,000133,01603
JHe* | 100 |4,00260
He? 5,0123
k_gﬁe‘g 6,01888 | 0,81 s| /3 | 3,5
| oHe® 8,0375 | 0,12 8| A | 13
31.15 ~ |5,0125
31° | 7,42 |6,01512
3517 92,58 |7,01600 |
314° 0,85 s|3,d| 13
1a? 0,17 s|fn” | 13,5
Be® 6
4Be ,0197 |
4Be’ | 7,016 | 53a | CE | 0,86
413e8 | 8,0053 |107*6 8| L
,Be” | 1004 |9,01218
$3e 0] 10,0135 | 10° & | 37| 0,55

it
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Do significado do VALOR de uma reagao,

Q=1T,-1T, e da definicioc da energia de Ligacio, Egq. (116),
podemos concluir que a energia de ligag¢so gﬂ representa a

energia cinética no final da reacéo de sintese, energia ciqé
tica essa que, jé sabemos, normalmente aparece com energia.

cinética da particula z (de massa de repouso nulae), sendo gue
a energia cinédtica de recuo micleo X sintetizado é despre-
z{vel. ©Portanto, se JS >0 significa que o micleo pode ser
sintetizado exponténeamente (Ti = 0) com 1iberég§o de calor,
a0 passo que se\f,<’0, a reacao de sintese (116) 86 poderia
ocorrer se fornecessemos suficiente energia cinética aoe prd
tons e neutrons, Esses micleos, no entanto, ndo sao LIGADO!

P, Seci; resulta _>0, o que pode scr conclufdo da reagao in
versa da 116, i,e.,

ZXA-—-4 Zp + Nn (118)

e portanto em relagao & vaporizac¢@o completa do micleo ZXA

No dominio da Ffsica Nuclear a utilidade do
conceito de VALOR € que A PARTIR DAS MASSAS DE REPOUSO DOS
REAGENTES PODEMOS CALCULAR O CALOR LIBERADO NA'REAQEO. No
domfnio de Quimica acontece justamente o opasto como seréd
discutido a seguir.

A ENERGIA DE LIGACRO QUIMICA

Na sintese da MOLECULA (sistema nio ideal) de
um compdsto gquimico os nidcleos dos 4tomos permanscem inalte-
rados. Sfo os ATOMOS dos diversos elementos que se  unem
uns aos oubtros para formar um novo objeto: a moléculado com
posto, Por exemplo, & sintese do monéxido de carbono se pro
cessaria pela unido Intima de um ATOMQ dc Carbono com um 4to
mo de Oxignio. Nessa uniBo, mesmo que INTIMA entre ATOMOS
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a intimidade do micleo de Carbono ¢ preservada, da mesma for
w2 que a do micleo de Oxig@nio. No entanto, essa sintese
do monéxido de Carbono se dé EM PRINCIPIO a partir ‘de um
SISTEMA IDEAL (1i,e., gasoso dilufdo) de ATCMOS de €arbono e
AroMos de Oxigénio, resultando como estado final um SISTEMA
IDEAL (i.e., gasoso dilufdo). Podemos pois, aplicar, & es-
sas reagoes de sintese, os conceltos até aqui elaborados, em
rarticular o conceito de VALOR da reaqao.
No caso de uma reagao QUIMICA de sintese

8+ D+ C+ eee — X+ {z) (119)

By b, € ... sao ATCMOS dos elementos constituintes da molécu
1la X, Un FOTON (z) pode, ou ndo, ser emitido juntamente com
a molécula X, A conservagao do momentum pode, pols, se rea
lizar de uma maneirs complexa. De qualgquer forma a energia
cinética dos produtos finais reflete o calor de reagfo.

O VALOR da reacBio na fase gasosa (119) repre-
senta; por se tratar de sigtemas ideais, a variagio da ener-
gia cinétice produzida pelas reagio. Ao contrdrio do caso
de uma reagaoc muclear, o VALOR de uma reagBo qufmica nd@o po-
de ser calculado a partir das massas atdmicas, pois o défi-
cit de massa produzido por uma reagao quimica € indetectdvel.
De fato, o calor gerado por reagdes gquimicas & da ordem _de
vérias kecal/mol, i.,e., 105 joule/1023 moléculas = 1 eV, o que
corresponde a 10"'9 uamn, Seria necessdrio, poie, pesagens
‘gom precisio de uma parte em 10° para se detectar as varia-
g¢oes de massa produzida por reagdes quinicas. Na realidade
86 podemos MEDIR o calor liberado pela reagfo e dessa medida
inferir propriedades da molécula, Para igso precisamos co-
nhecer um ocutro significado do VALOR Q de uma reagao, em tér
mos da energia de interag@o.,
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62. UM OUTRO SIGNIFICADO DO VALOR Q DE UMA REAGAO DE SINTESE

0 significado do valor Q de uma reagzo, defi~-
nido pela Eq. (100), depende da natureze dos sistemas envol-
vidos na reacgsao. Por exemplo, no caso em gque tanto o siste
ma inicial como o final sao sistemas ideais, o significado do
VALOR da reaggéo € dado pela Eq. (101), ou seja, o VALOR da
reag8o representa a variacBo da energia cinética externa pro
duzida pela reagao.

Bese significado ainda permanece vdlido no ca
so de uma reagdo de sintese, se os estados inicial e final
forem SISTEMAS IDEAIS., X o caso da sintese de um micleo
atomico, ou da sintese de um compdsto na fese gasosa dispersa.

No entanto, o VALOR. Q tem também um outro sig
nificado, que nos d4 informacdo acérca das interagbes DENTRO
do sistema formado.

. De fato, em vez de trilhar o caminho, i.e., a
Eq. (99), que nos levou & Eq. (1Ql), vamos analisar as parce
les que contribuem para a massa de repouso do produto da rea
¢80 de sintese,

a+b+e+ o0 =X+ (3) (119)

deuntro da APROXIMAGAO DA FfSICA CLASSICA, ou seja, para o ca
‘80 en que as velocidades das part{culas s, b, ¢, ... DIENTRO
do sistema X (micleo ou molécula), sejem muito menores que a
velocidade da luz, o que implica que o Q da reagdo.deve ser
pequeno comparado com a energia de repouso da particula X.
Essa aproximacac cobre todos os casos de interesse na FfsIca
ATOMICA, FISICA NUCLEAR e na QUIMICA.

Dentro da aproximagao cléssica, 8 massa de
repouso da particula X, pode ser escrita, cf. Eq. (90),

My zm”k Z‘tk + T = Zm + By (120)

onde k = a, b, ¢y ... BE0 a8 particulas conetituintes da par
ticula maior X, e U é a energia potencial total, e Byt é a
energia interna.



63.

~1.36-

Da definigdo de VALOR da reagio (118)

Q= E:mo,k - M x

temos, usando a expressdo (120) para MB,X

CM ' |
Wintese = '(;:tk + q> = =Eint (121)

Da Bq. (120) conclufmos pois, aue numa reaglo de sfntese o
VALOR da reagao é iguasl (em médulo) 3 ENERGIA INTERNA, As
reagoes de sintese de sistemas estdveis s80 exotérmices
(Q>0), o que significa que a energia interna de sistemas
estdveis é NEGATIVA, '

Ainda mais, da definigao de energia de liga-
gaod\_ de um sistema, Egq. (115), c-f; = Qfnteger CORCluimos
que A ENERGIA DE LIGAQAO DE UM SISTEMA ¥ IGUAL ) SUA ENERGIA
INTERNA (com o sinal trooado).

0S SISTEMAS DA FiSICa ATBMICA

A Fisica Atdmica estuda a constituicdo dos dtg
mos, considerando-~os como formados de NUCLEOS e ELETRONS.
A energia de interagio entre micleos e elétrone nos dtomos
reais é da ordem de eV, Isso implica que informacdes aclr-
ca da energia de ligagdo, movimentos internos e interagBes
entre os elétrons e micleos ndo podem ser obtidos nem pelos
métodos calorimétricos da Quimica {porque nio podemos sinte-
tizar ATOMOS por falta de estoque dos reagentess elétrons e
micleos) e nem através de déficits de massa que sdo muito pe
quenos.  No entanto, € justamente a Fisica Atomica aqudle
dominio em que a estrutura intima dos sistemas ¢ mais bem co
nheclda, Jgso é devido aos métodos experimentais altamente
desenvolvidos da Espectroscopia que nos permitem analisar com
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preciesdo as radiagdes (fétons) emitidas pelos ATOMOS na sua
vicissitude., ﬁsse assunto serd estudado com algum detalhe
em capitulos posteriores. Nessa altura queremos apenas exem
pPlificar a natureza do problema,

Da colis@o entre um elétron e um préton,p+ e,
resulta a formagBo de um dtomo neutro de hidrogénio e a emig
sf8o de um féton de energia da ordem de eV que corresponde =&
uma radiagao visfvel (visivel porque NOS somos SISTEMAS and-
logos aos ETGMOS, e por isso é posgivel SINTONIA), Essa reg
¢80 € semelhante & reagfo de formagHo do deuteron, exceto pe
la massa do elétron e pela energia do féton emitido, Vamos
simbolizar a reagBo de formagio do ATOMO de Hidrog@nio por

p+e——3H4+ f (122)

onde o POTON estd representado pela letra £, em vez de 3’,
por razodes histdéricas.

Una, peculiaridade dos ATOMOS € que o POTON £
pode sair com vdrias energias. Pare um dado dtomo, por ex.,
para o dtomo de Hidrogénio, essas energias dos fétons s&o bem
determinsdas, i.e., s20 sempre as mesmas, embora ndo se pPos~
sa predizer qual deles serd emitido numa colisao particular
~do tipo (122),

Anglisemos a reacgao de sintese, do d4tomoc de
hidrogénio, Eq. (122), no caso em que a energia cindtica €
baixa (seng@o resulta apenas o espalhamento, e niio a formagio
de um dtomo neutro de Hidrog&nio, anilogamente & reagao (p,n)
jé discutida). :

Do fato de que o féton tem energia Ef pequena,
da ordem de eV, comparada com s massa de repouso do dtomo de
Hidrogénio, podemos concluir que a energia cinética de recuo
do dtomo de hidrogtnio é desprezivel,
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P. Mostre que no CM a energiz cinética TH devido ao recuo do
/ E
. - £
dtomo de H serd igual =a TH = EfQ;;:Q;;r; , portanto da
ordem de 10~ eV,

P, Mostre que no CM =a velocidade do dtomo de H serd
vH/b = Ef/thz, o que corresponde a alguns cm/seg, sdmente.

Do fato que tanto o préton como o elétron tém
energias cinéticas pequenas podemos concluir que o referen
cial do CM praticamente coincide com o laboratério.

O Principio da Conservagio da Energia no CM
nos d4 :

Dop *+ Boe * TgM + Tgm =M g+ TgM + E, (123)

gue pelas considera¢oes acima pode ser aproximada por

CM _
Bop + Bpe * Ty = MoH + Eg (124}

‘onde T  é a energia cinética do préton e do elétron iunciden-
tes, que embora pegquenas comparadas com o8 m,, é da mesma or
‘dem que E,, TPorém, no CM a energia cinética do préton €
desprezivel comparade com a 40 elétron devido & grande dispa
ridade de massa.

P. Calcule & razao TSM/TSM no CM déles. Conclua que TOEET;.
. - Da definigmo de Q, Eg. (100), Q= Do * Toe -MOH’

e da Eq. (123) temos oM
Q = Ef - Toe (125)

ou seja, a energia do féton emitido serd o VALOR da reagao,
acrescido da energia cinética inicial do elétron. Por ou-~
tro lado, wm dos significados do VALOR de uma reagaoc de sin-
tese era dado pela Eq. (120),

Q= -(ZE%EM + U) = «Ey ¢
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onde E;qt € & enérgia interna do 4tomo sintetizado, i,e.,

Q = _(tCM + tM u) (126)
yo) e
e jéd que, devido a disparidade de masgsa, novamente a energia
cinética do préton th dentro do dtomo de H € muito menor
que a do elétron, temos

Q= -t + v) (127)

J4 demonstramos que o referencial do CM coin-
cide priaticamente com o LAB, e que no CM a velocidade do 4t
mo de H é praticamente nmula, o que signifiea que ¢ referen-
cial .do CM coincide pr3ticamente com o 4tomo de H, Asgim,
as Egs. (125) e (127) nos dazo

Ep - T, | (128)

- Q

Q= -(t, + U) (129)

onde as energias s@o referidas do &tomo de H, ou a0 seu mi-
cleo, ou ao LAB sem diferenga importante,
Comparando as Eqs, (128) e ( 129) temos

Bp = Toe - (te +U) = Toe = Bint (130)

Da Eq. (130) vemos que 2 medida da energias Ef
do féton nos dard informacBo acirea ds energia internado 4to
mo de H, ou seja, da energia cindtica e potencial do elétron
em t0rno do micleo do 4tomo.

Analisando as energias dos f4tons produzidos
na reagao de formag¢iao do Hidrogdnio observamos que o féton &
enitido com védrias energias, porém t8das elas bem determing
das, como ilusitra o grdfico abaixo.

E1 E2 E3 E

UL

E
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E problema de FP{sica Atdmica deduzir a partir
das energias dos fétons E,, E,, E'3, «:sy 03 detalhes do movi
mento do elétron em tdrno do micleo, tanto no dtomo de Hidro
g8nio, como em 4tomos mais complexos.

A MASSA REDUZIDA

Na aproximagdo cldssica a energia cinética in
terna do 4tomo de Hidrog@nio, i,s., tgm + th, pode ficilmen
te ser escrita em térmos da velocidade interna RELATIVA, 1, e.,

a velocidade do elétron em relagio ao préton. De fato na
aproximacio oldssica temos

oM . .om L -cMy2 L ~CM | 2 |

tp +ts = --2— mOP(vP )<+ --2- moe(ve ) (131)

Procuremos determinar o ndmero » (com dimensBes de massa, ¥b
viamente) tal que

1 1l 1
ICM, 2 >CM2 2
— mop(vp )<+ -2-- moe(ve )€ = —5—}1(?"1;) (132)
Como na aproximacao cldssica, 77’; = '{r'gM - VSM, a Eg. (132) noe
a4 '
— o M2, L, oz Lo sy (133)
5 op' p o ce''e - P M Ve vp

da gual podemos determinar M+ Para que a igualdade seja ver-
dadeira. Expandindo ¢ segundo membrg temos

mop(vp )2 + T moe(ve )2 =
L
(M, 2 ~CM, 2 =CM ~CM
= —-P(ve ) +—E— p(vp ) -}JW'G » Vp (134)

Como, por definig@o de CM, me"\'a"gm + mp;r'gm = 0, 0 Ultimo térmo
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da Eq. (134) pode, na aproximagao cldssica (m 'moe’mp m ),
ser escrito sob uma das formas

2CM _ Toe U CMy2 ou
}“e p J"‘V mop MYy moe
1 m m -
= o —pl(v)2 _op | (,CMy2 _Toe (135)
et o N il T e

A dltima forma da Eq. (135) ¢ a mais conveniente para nossos
propdsitos, Substitufda na Eq. (134) ela nos 44

oe' ‘e
= + —-P(VCM)2L1+-—9!Z]+—P(VCM)2E.+ J

- Comparando os coeficientes de vg e v2 temos

1
CM, 2 CM 2
mop(vp ) + " m_ (v™)

e

—op_ |
w. = pll +
op - Boe

e

m
n . = pll + —28
oe }"< Ton

 Multiplieando a primeira equacao por m, e g segunda por m“_‘,P
tenos

Toe Top = My + Top’

2

Pop "oe ~ P(mop * o)

que nos d8o a mesma coisa, ou seja,
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m,
oe op |
B o= , (.135)
Toe * Bop
ou, iovertendo a fragfo:
1 1 1
= + _ (137)
A Poe Top

- A massa n se chama a MASSA REDUZIDA, Note que
a massa reduzlide de duas particulas com grande disparidade
de massa de repoumo, ¢ aproximadamente igual'é masga MENOR,

P, Caloule a massa reduzida de um préton e um elétron,

P, Calcule a massa reduzida de um préton e um neutron.

Introduzido o conceito de massa reduzida, po-~
demos escrever a epnergla cindtica interna da Eq, (126) na
aproximagfdo cldssica como

1
CM oM _ _— 2
te + tp = > P r

onde v é a velocidade relativa, i,e., A a2 v£ .

A massa reduzida representa ng dtomo de Hidro
génio, uma corre¢io da ordem de uma parte em 2000 (i.e.,
mp/he),-ou seja, § ¢ 10'4, e deve ser levada em conta quando
se requer preeisfo dessa ordem,
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65. EPILOGO

1)

2)

3)
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Da discuss@o dos §§ 60-64 conclufmos gue:

Na QUIMICA, o CALOR de reaghio e a energia dos féton
nos dao informagBo acéroa da energia de ligagaoc, mo
vimentos internos e interagSes dos ATOMOS que forma
as MOLECULAS,

Na FISICA ATOMICA = energie das RADIAGOES = (FOTONS)
emitidas nos d4 informagBo aclrea da enmergia de lig

' ¢Bo, movimentos internos e interagbes entre os NG

CLEO e os ELETRONS que constituem os Kromos.

Na FISICA NUCLEAR o DEFICIT DE MASSA e a energia do
fétons emitidos nos dao informagBo acdrea da energi
de ligagto, movimentos internos e interagdes entre
os NEUTRONS e PROTONS que formam os NUCLEOS.



